NOTIUNI TEORETICE PENTRU BACALAUREAT

Formule de calcul

(a+b)* =a*> +2ab+b’

(a—b)* =a®> —2ab +b*

a’ —b*> =(a—b)a+b)

a’—b’ =(a—b)a®> +ab+b?)

a’+b’ =(a+b)a® —ab+b*)

(atb)’=a’ +3a’b +3ab® + b’

(a-b)’=a’ —=3a’b+3ab® - b’

a"-b" =(a—b)a"" +a" " b+---+b"")
Functia de gradul I

Definitie:f'R >R, f(x)=axt+b,a= 0, a,be R, se numeste functia de gradul I

Proprietati:Dacd a>0 f este strict crescatoare
Daca a<0 f este strict descrescatoare

Ala,p)eG, < fla)=p

Functia de gradul II
Definitie:f:R — R, f(x)=ax > +bx +c,a # 0 ,a,b,c€ R se numeste functia de gradul II
Maximul sau minimul functiei de gradul II

. -A . -b
Daca a<0 atunci f =-——,realizat pentru x =—
™ 4q 2a

Dacda a>0 atuncif = i, realizat pentru x _=b ;Varful parabolei V(_—b ,i)
" 4a 2a 2a

4a
—bEA
Ecuatia de gradul Il:ax*+bx + ¢ =0;x, ,= bz—\/—,A =b’ —4ac
a

Relatiile lui Viete:x ,+x, = _—b,x1 "X, = <
a a

Daca A >0 =>ecuatia are radacini reale si diferite.

Daca A =0 =>ecuatia are radacini reale si egale.

Daca A <0 =ecuatia nu are radacini reale.

Daca A >0 =ecuatia are radacini reale.

Intervale de monotonie :a<(

X -b
— 0 ™
f(x)  * —-A
E- »
a>0
X -b
— >
f(x) -A




Semnul functiei de gradul IT
A>0

X -0 X

f(x) semnul lui a 0 semn contrar lui a 0 semnul lui a

A=0

X -0 X[ =X, o0

f(x) semnul lui a 0 semnul lui a

A<O

-0 e 6}

X
f(x) semnul lui a

Imaginea functiei de gr.II

a<0.Imf=(— o0, —2
4a

a>0, Imfz[i,oo)
4a

Functii
Definitii:Fie f:A —>B
I. 1)Functia f se numeste injectiva,daca Vx,,x, € A cuf(x,) = f(x,) = x, =x,
2)Functia f este injectiva dacd Vx ,x, € A cux,#x, = f(x) # f(x,)
3)Functia f este injectiva, daca orice paralela la axa Ox,dusa printr-un punct al lui B,
intersecteaza graficul functiel in cel mult un punct.
4)Functia f nu este injectivd daca Ix, # x,ai.f(x,) = f(x,)

IL.])Functia f este surjectiva, daca V y € B, exista cel pufin un punct x €A, a.1. f(x)=y.
2) Functia f este surjectiva, daca f(A) =B.

3) Functia f este surjectiva, daca orice paralela la axa O0x, dusa printr-un punct al lui B,
intersecteaza graficul functiei in cel putin un punct.

III.1) Functia feste bijectiva daca este injectiva si surjectiva,

2) Functia f este bijectiva daca pentru orice y € B exista un singur x € A a.i. f(x) =y (ecuatia
f(x)=y,are o singura solutie,pentru orice y din B)

3) Functia f este bijectiva daca orice paralela la axa Ox, dusa printr-un punct al lui B,
Intersecteaza graficul functiei intr-un singur punct .

IV.Compunerea a doua functi

Fie f:A—B,g:B—C

goftA—>C(ge f)x)=2g(f(x)

V. 1,:A—> A prinl,(x)=x, Vx e A.(aplicatia identicd a lui A)
Definitie:Functia f: A—B este inversabila , daca exista o functie g:B—A astfel incat
gof=1,s fog=1,,functia g este inversa functiei f si se noteazdcu f .
Teorema: f este bijectiva <=> f este inversabila.




Functii pare,functii impare,functii periodice.
Definitii:
f:R—R se numeste functie pard daca f(-x) = {(x), V xe R

f:R—R se numeste functie impara daca f(-x) = -f(x), V x€ R

f:A—R(A < R) se numeste periodica de perioada T # 0,dacaVx € A avem x+Te€ A s
f(x+T)=f(x).Cea mai mica perioada strict pozitiva se numeste perioada principala,

Numiirul functiilor £:A—B este [n(B)] " ,n(A) reprezentad numdarul de elemente al
mulfimii A.

Numarul functiilor bijective f:A—A este egal cu n!,n fiind numarul de elemente al mulfimii A.
Numarul functilor injective f:A—B este A ,unde n reprezintd numarul de elemente al
mulfimii B, 1ar k al mulfimii A(k< n)

Functia exponentiala

Definitie f: R— (0,0), f(x)=a* ,a>0,a # 1 se numeste functie exponentiala.
Proprietat:

I)Dacd a>1 = f strict crescatoare

2)Dacda € (0,1) =1 strict descrescatoare

3)Functia exponenfiald este bijectiva

Functia logaritmica

Definitie: f:(0,0) —R, f(x)=1log, x, a>0,a # 1 se numeste functie logaritmica.
Proprietali:

I)Dacda >1 = f strict crescatoare

2)Dacda € (0,1) = f strict descrescatoare

3)Functia logaritmica este bijectiva

Hlog ,xy=log, x+log_ y 5)log,x" =mlog, x meR

6)log,~ =log, x~log, y  Ta"*"=x
y

I A 1
08, Jog b

og, a log, a

Schimbarea bazei:log , A =

Progresii aritmetice
Definitie: Se numeste progresie aritmetica un sir de numere reale a, in care diferenfa
oricaror doi termeni consecutivi este un numar constant r, numit rafia progresiei
aritmetice:a ,,,—a, =r,vn =1
Se spune ca numerele a,,a,, --,a, sunt in progresie aritmetica daca ele sunt termenii
consecutivi al unei progresii aritmetice.

a,,+a

Teorema:sirul (a, ),.; este progresie aritmetica < a, = ml \In>2

Termenul general al unei progresii aritmetice:a, = a, +(n—Dr



a+c

Prop.:Numerele a,b,c sunt in progresie aritmetica<> b =

o C o o (a, +a,)n
Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice:S , = E—

Trei numere X, X , X, se scriu in progresie aritmeticd de forma :
X,Tu—-r1,X, =u,x,=utr;ur eRr.
Patru numere x,,X ,X,, X, se scriu in progresie aritmetica astfel:
X, =u-73r, X =u-r, X; =utr,x, =u+3r, ureRr.
Progresii geometrice
Definitie : Se numeste progresie geometrici un sir de numere reale b,,b, # 0 1n care
raportul oricaror doi termeni consecutivi este un numar constant g, numit rafia progresiel

: bn+l
geometrice: b_ =q,0#0

n

Se spune ca numerele b,,b, -, b, sunt in progresie geometrica dacd ele sunt termenii
consecutivi al unei progresii geometrice.

Teorema:sirul (b,),., este progresie geometrica <> b”2 =b _,-b ,,Vn=2
Termenul general al unei progresii geometrice:b,=b, - ¢""
Prop.:Numerele a,b,c sunt n progresie geometricd <> b° =a-c
e Co .. . b (q" —1
Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice: S, = M ,q#=1 sau

qg—1
S,=n-b,daca q=1
Trei numere x ,, X, , X; se scriu in progresie geometrica de forma :
u
X| ==X, =U, Xy =u-q,qg#0
Patru numere x,.x,, X5, X, se scriu in progresie geometrica de forma:

_ u _u . . 3 0
Xl——3,X2 =—,X3=U"qg,X, =U-q ,4+*

Formule utile:
14243+ +n = n(nT—"l)
12422 4+ 4n? = n(n+1)(2n+1)
6
13+23 +"'+n3 :[@]2
Modulul numerelor reale Proprietati:
xx=0
o =
-x,x<0



[

5]

6. |x| <a<—-a<x<aa>0 7.|x| >a < xe(—o—al]Ula,©),a>0 8. |x+ y| S|x|+|y|

1. |x|20,VxeR2. |x|:|y|<:>x=iry 3. |x|=|—x| 4. |x-y|=|x|-|y| 5. 1%

Partea intreaga

lx=[X+{X}, VxeR ,[x]€ Z si {x} €[0,])
2. [x]< x< [x]+], [X] za = a < x< a+l

3. [x+k]=[x]+k,Vxe R,k € Z

4. {x+k}={x},Vxe R ke Z

Numere complexe
1. Numere complexe sub forma algebrica

z =atbi, a,be R, it =— 1,a=Rez,b=Imz
C- mulfimea numerelor complexe;C={a+bi/a,be R }

Conjugatul unui numar complex: z=a—bi
Proprietati:

l.z,+z,=2,+2,

2.20°,=2," 2,
3.2 =)

4.(iJ _ 4

)z,

52eR<z=2

6.zeR'i<z=—2

Modulul unui numar complex:|z| = Va® +b°
Proprietati:

Llg20,vzeC 2.[d =4 3. |z, - 2| = |2 |zs]

Ve
6 vz <l 4l

|Z2|
Numere complexe sub forma trigonometrica
Forma trigonometrica a numerelor complexe:

<

n

4. |z

=" 5.

2

. b .
z=1(cost + isint),r=va’ +b*,tgt = = r-raza polard;t-argument redus,t € [0,277)
a

M(a,b)-reprezintd imaginea geometrica a numarului complex z = a+bi
Operatii:

z,=r/(cost, +isint,),z, =r,(cost, +isint,)

7,°2, = hhfcos(t, +t,)+isin(t, +1,)],2" = r"(cosnt +isin nt)
2 Dros(t, —1,) +isin(t, —1,)]
2, L



Wz = 2, =47 (cos T2 4 igin 22K ke g0 n—1
n n

Combinatorica
nl=1-2---nne N(O!=1) , P, =nlneN’
!

Af= n 0<k<mkneN,n>1 Cl=—-"— 0<k<mkneN
(n—k)! Kl(n—k)!

Proprietdi:1. C=C!™* 0<k <mk,neN 2. Ct=Ct, +C 1<k<nkneN

Binomul Iui Newton:(a+b)"= Cla" + Cla"'b+---+ C!b"

Termenul general:T ., = CXa"*b" k=01, -,n

Proprietati:

C’+C! +---+C" = 2" (numirul tuturor submultimilor unei mulimi cu n elemente este
2").

Cl+C+C +---=C)+C}+C}+---=2""

Geometrie vectoriala
Definitie:
Se numesc vectori egali, vectorii care au aceeasi directie,acelasi sens si acelasi modul.
Doi vectori se numesc opusi daca au aceeasi directie, acelasi modul si sensuri contrare:
AB=-BA
Definitie:
Doi vectori se numesc coliniari daca cel putin unul este nul sau daca amandoi sunt nenuli si
au aceeasl directie. In caz contrar se numesc necoliniari.
Teoremai: Fie asib doi vectori necoliniari. Oricare ar fi vectorul v , exista a, f € R(unice)
astfel incat v=a-a+ b

‘E‘ = \/(xB —x,)"+(y; —y,)* -modulul vectorului AB

Xé(x s — X, Y — Y, ) — coordonatele vectorului AB

. . X, +X +
Mijlocul segmentului AB:x ,, = % Yy = Yo7 Vs

2
. X, +xX, +X +y, +
Centrul de greutate al triunghiului ABC:x = % Vo = W

Adunarea vectorilor se poate face dupa regula paralelogramului sau triunghiului



<v

Teorema:Vectorii u si v sunt coliniari & 3 AeRai.v =41 u.

Punctele A, B, C sunt coliniare << 3 A €R a.i. AB = 1 AC

AB| CD <3 AeRai. AB = 1 AC
Produsul scalar a doi vectori .

u-v= ‘u v cos(u,\:)

- -

- > - % e - 2 2
U= Xi+y, j,v=xi+y,j=>u-v=xx,+yYy,, u‘zw/xl +
Daca u,v#0,atunci u L v u-v=_0

Ecuatiile dreptei in plan
Ecuafia carteziana generala a dreptei:ax+by+c=0 (d)

Punctul M(x ,,,y,,)ed ©a-x,, +by, +c=0

Ecuatia dreptei determinata de doua puncte distincte:A(x,,y,).B(X;,y;)

x y 1
AB:lx, vy, 1=0
Xg o yp 1

Ecuatia dreptei determinata de un punct A(x ,,y,)sl pantam:y-y ,=m(x—x,)
Dreptele d,,d, sunt paralele < m, =m,

Dreptele d,,d, sunt perpendiculare < m, -m, =-1

Distanfa dintre punctele A(x ,,y,),B(x 5.y 5):AB= \/(xB -x,) +(y =y,
Distanta de la punctul A(x ,,y,) la dreapta h:ax+by+c=0:
|ax L Tby, + c|

A e
Xy, Va1
Punctele A,B,C sunt colinnare <> [x, y, 1/=0
Xe Yo 1



Permutari
Definitie:Se numeste permutare de gradul n a multimii A = {1,2,---,n} orice functie

bijectivd o: A — A.

[1 2 - n J
o=
o) o2 -+ o)

1 2 n
e =
(1 2 - n] se numeste permutarea identica de gradul n.

S, reprezintd mulfimea permutarilor de gradul n.

Produsul(compunerea) a doua permutari:Fie o,7 € S,

oor:A—> A, (oo7)k)=0(r(k))

Proprietati:

1) (o7)0 =0(70),Vo,r,0€S,

2Q)ce=ec=0,VoeS,

3)VoeS,,30" €S,aico™" =0 'c =e,o ' se numeste inversa permutirii o
Puterile unei permutiri: Fiec € S, — defininc” =c"'o,ne N* (6’ = ¢)

Prop.: Fiece S, > oc"c" =c"",(c")" =™ ,Vm,ne N

Inversiunile unei permutari:

Definitie: Fieo € S, sii,je {1,2,---,n},i(j .Perechea (i,j) se numeste inversiune a
permutarii o daca o(i))o(j).Numarul inversiunilor permutarii o se noteaza cu m( o).
Definitii:Se numeste semnul permutirii o ,numirul &(o) = (=1)"”

Permutarea o se numeste permutare para daca £(o) =1

Permutarea o se numeste permutare impara daca £(o) = —1

Propozitie: ¢(o7) =¢(o)s(r),Vo,7€ S,
1 2 i

Permutarea &; = (1 5 o
oo ] l

n .\
j se numeste transpozitie.
n

Proprietati:
S, =0, 25, =e 3)5, =0, 4e&(5,)=-1

Y

Matrice

-matrice cu m linii §i n coloane; A = (a;;),_—

i=l,m
j=Ln

a

mlam2 """ mn

AeM, (C),undeM,  (C)-reprezinta mulfimea matricelor cu m linii $i n coloane cu

m,n

elemente din C.



‘AeM,, (C)-reprezinta transpusa lui A i se obtine din A prin schimbarea liniilor in

coloane(sau a coloanelor in linii).
Dacd m = n atunci matricea se numeste patraticd de ordinul n si are forma

Tr(A)= a,, +a,, +---+a,,-reprezintd urma matricei A
Sistemul ordonat de elemente (a,,,a,,, -, a,,) se numeste diagonala principala a matrice1

nn

Aiar sistemul ordonat de elemente (a,,, -, a,,) se numeste diagonala secundard a

matricei A.
100----- 0 000----- 0
010----- 0 . . _ 000----- ' 5
I = -matricea unitate de ordinuln ; 0, , = -matricea nula
000----- 1 000----- 0

Proprietati ale operafiilor cu matrice.:
DA+B=B+A ,VA,Be M, ,(C) (comutativitate)
2)(A+B)+C = A+(B+C) ,VA,B,C e M, (C) (asociativitate)
3)A+0,,=0,,+tA=A, VAeM,k  (C)
HvAeM, (C),3(-A)eM,  (C) ai. A+(-A) = (-A+A=0,,,,VAeM,  (C)
5(AB)C=A(BC),AeM, (C),BeM, (C),CeM,, (C)(asociativitate)
0)a)A(B+C) = AB+AC, Ae M, (C),B,CeM, (C)(distributivitatea inmulirii fatd de
adunare)
b)(B+C)A = BA+CA, B,.CeM, (C),AeM, (C)
NAI, =1 A=AVAeM, (C)
8)a(bA) = (ab)A,Va,be C,Ae M,  (C)
9)(a+b)A=aA+bA, Va,be C,Ae M, (C)
10)a(A+B)=aA+aB, Vae C,A,Be M, (C)
1)aA =0, < a=0sau A=0,,,
12)'(‘A) = A, (A+ B)='"A+'B ' (aA) =da'A,' (AB)='B'A
Puterile unei matrice:Fie Ae M, (C)
Definim A° =1,,A' = A, A’ =A- A/ A=A A A" =A"" - AneN’

b
Relatia Hamilton-Cayley: A* —(a +d)A + (ad —bc)l, = O, yunde A = (a dJ
C

Determinanti.



a b

c

‘ = ad — bc (determinantul de ordinul doi)

Determinantul de ordinul trei(regula lui Sarrus)

f|=aei+dhc+ gbf —ceg — fha—ibd

Proprietati:
1. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul matricei transpuse;
2. Daca toate elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice sunt nule, atunci
determinantul matricei este nul;
3. Daca intr-o matrice schimbam doua linii(sau coloane) intre ele obtinem o matrice care are
determinantul egal cu opusul determinantului matricei inifiale.
4. Daca o matrice are doua linii (sau coloane) identice atunci determinantul sau este nul;
5. Daca toate elementele unei linii(sau coloane) ale unel matrice sunt inmulfite cu un element
a, obfinem o matrice al carei determinant este egal cu a inmulfit cu determinantul
matricel inifiale.
6. Daca elementele a doua linii(sau coloane) ale unei matrice sunt proporfionale atunci
determinantul matrice1 este nul;
7. Daca o linie (sau coloand) a unei matrice patratice este o combinafie liniard de celelate
linii(sau coloane) atunci determinantul matricei este nul.
8. Daca la o linie (sau coloand) a matricei A adunam elementele altei linii (sau coloane)
nmultite cu acelasi element se obfine o0 matrice al carel determinant este egal cu
determinantul matricei inifiale;

a b c a b c¢| la b c

Nd+m e+n f+p|=|d e fl+im n p
g h i g h i| |g h i
10)det(A-B) =det A-detB,V A Be M (C)

Definiie:Fie A =(a;) € M, (C) .Se numeste minor asociat elementului a,;,1 <i, j <n
determinantul matricei obtinute din A prin eliminarea liniei i §i a coloanei j.Se noteaza
acest minor cu M ;.

Numarul A, = D" M ; se numeste complementul algebric al elementului a;; .
Matrice inversabile

Inversa unei matrice :A€ M, (C) se numeste inversabild daca exista o matrice notata
Al'eM (C)ai A-A=A"-A=1,

10



TeoremaAe M, (C)inversabild < det A # 0

-1_
det A
complementul sau algebric.

Dacd A,Be M, (C) sunt inversabile,atunci au loc relafiile: a)(A ™) "= Ab)(AB) '=B'A™

A" A" adjuncta matricei A. A" se obtine din ‘A inlocuind fiecare element cu

Rangul unei matrice

FieAeM, (C), re N]1<r<min(m,n)

Definitie: Se numeste minor de ordinul r al matrice1 A,determinantul format cu elementele
matricel A situate la intersectia celor r linii $i r coloane.

Definifie: Fie A#O,,,, o matrice . Numarul natural r este rangul matricei A < existd un

minor de ordinul r al lui A,nenul, 1ar tofi minorii de ordin mai mare decat r (daca exista)sunt
nuli.
Teorema Matricea A are rangul r < exista un minor de ordin r al lui A, nenul , iar to$i
minorii de ordin r+1(daca exista)obtinutl prin bordarea(adaugarea unei linii $i a unel
coloane)minorului de ordin r cu elementele corespunzatoare ale uneia dintre liniile si uneia
dintre coloanele ramase sunt zero.
Sisteme de ecuatii liniare

Forma generald a unui sistem de m ecuafii cu n necunoscute:

a, X, +a,x, +---+a,,x, =b,

Ay Xy + Ay Xy + -+ ay, X, = b,

a,x, +a,,x, +---+a, x, =b,

mn-"n

a;-coeficientii necunoscutelor, X, X,, -, X, - necunoscute, b,,b,, -+, b, -termenii liberi

A= " |-matricea sistemului, A = ! -matricea extinsa
a,,a,,....4,, a,a,,...a,b.
b, X
b2 . % . . . xz .
B= matricea coloana a termenilor liberi, X= .matricea necunoscutelor.
bm xﬂ
AX=B -forma matricealaa sistemului
Definitie:

- Un sistem se numeste incompatibil daca nu are solufie;
- Un sistem se numeste compatibil daca are cel putin o solutie;
- Un sistem se numeste compatibil determinat daca are o singura solufie;

11



- Un sistem se numeste compatibil nedeterminat daca are mai mult de o solutie.
Rezolvarea sistemelor prin metoda lui Cramer:

Un sistem de ecuatii liniare este de tip Cramer daca numarul de ecuatii este egal cu
numarul de necunoscute si determinantul matricei sistemului este nenul.

Teorema lui Cramer: Daca det A notat A = 0 , atunci sistemul AX=B are o solufie unica

A, . ) ) . 0
X;= Xl ,unde A, se obtine Tnlocuind coloana i cu coloana termenilor liberi.

Teorema lui Kronecker- Capelli: Un sistem de ecuafii liniare este compatibil < rangul
matricel sistemului este egal cu rangul matricei extinse.

Teorema lui Rouche: Un sistem de ecuatii liniare este compatibil < tofi minorii
caracteristici sunt nuli.

Elemente de geometrie §i trigonometrie
Formule trigonometrice.Proprieta.
sinx+cos’x=1,VxeR
-1<cosx<1L,VxeR
cos(x+2k ) =cosx,Vx e R,Vk € Z

-1<smx<L,VxeR
sin(x+2k7) =sin x,Vxe R,Vk € Z

sin(a+b)=sinacosb+sinbcosa
sin(a-b)=sinacosb-sinbcosb
SIN2X=2SINXCOSX,

. T
sm(;—x) =C0SX

a+b a—>b
cos

sina+sinb=2sin

a—>b a+b

sina-sinb=2sin cos
SN x

tgx= ,cosx =0
COS X

ta(x+k 7) = tgx
Vs

to(——x)=ctgx

g(2 ) = ctg

tga+tgb
1—tgatgh
2tgx

tg(a+b)=

cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
cos(a-b)=cosacosb+sinasinb
cos2x=cos > x —sin > x

cos(%—x) =sin x

a+b a—>b

cosa+cosb=2cos

a—->b a+b

Cosa-cosb= -2sin sin 5
COoOSXx .
ctgx=——-,sm x =0
S x

ctg(x+km) = ctgx

ctg (% —X)=1gx

tga—tgb
tg(a_b)zu
1+tgatgh
l—mng
COSX = i
1+1g> =
¥

12



Valori principale ale funcfiilor trigonometrice

X 0 z z z z 7 o 2m
6 4 3 2 2
sinx 0 1 J2 NE) 1 0 -1 0
2 2 2
COSX 1 J3 J2 1 0 -1 0 1
2 2 2
tox 0 3 1 J3 - 0 - 0
3
ctgx - J3 V3 0 - 0 -
3
Semnele functilor trig.
SIN:+,+,-,- tg.,ctg.+,-,+,-
COSi+,-,-,+
sin(-x)= -sinx (impara) cos(-x)=cosx(para)
te(-X)= -tgx ctg(-x)= -ctgx

Functii trigonometrice inverse

. /A
arcsin:[-1,1] [5,5]

o T
arcsin(sinx)=x, Vx e [-—,—
(sinx) [ 5 2]

arccos:[-1,1]— [0, 7]

arccos(cosx)=x, Vx € [0, ]

T T
arctg:R—> (——,—
g ( 5 2)

T 7
arctg(tgx)=x, Vx € (——,—
g(tgx) ( > 2)

arcctg:R — (0, 7)

arcsin(-x)= -arcsinx

sin(arcsinx)=x,x € [~ 11]

arccos(-x)= 7z —arccos x
cos(arccosx)=x, Vx € [-L1]

. T
arcsINX+arccosx= 5 ,Vx e[-11]

arcctg(ctgx)=x, Vx € (0, 7)

Ecuatii trigonometrice

sinx = a,ae[~L1]= x € {(=1)* arcsin a + kr,k € Z}
cosx =b,be[-1,1]= x € {xarccosb + 2k, k € Z}
tox = c,c€e R = x e {arctgc+km,k € Z}

ctgx =d,de R = x e {arcctgd + kr,k € 7}

T
arctgx+arcctgx:5 ,VxeR
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arctg(-x)= -arctgx

tg(arctgx)=x, Vx € R

arcctg(-x)= 7 — arcctgx
ctg(arcctgx)=x, Vx € R




sinax = sinbx = ax = (=) bx+ k., k € Z

cosax = cosbx = ax = tbx + 2kr,k € Z

toax = tgbx => ax=bx+kr,k € Z

ctgax = ctgbx => ax=bx+kn,k € Z
b

sinA sinB sin

Teorema sinusurilor: =2R,unde R este raza cercului circumscris

triunghiului.
Teorema cosinusului:a’= b> +¢> — 2bccos A
Aria unui triunghi:
b-h AB-ACsin( AB, AC) a+b+c
A== A= A,=\p(p—aXp-b)p—c) ,p=—"—
2 2 2
x, vy, 1
A g c -c 1’3
A upc= ? A=lxp vy 1 A Adreptunghi: = % A onitatera= 4
Xe Yo 1
Raza cercului circumscris unui triunghi:R= % ,unde S este aria triunghiului
. . . . S L L +b+
Raza cercului Tnscris Intr-un triunghi: r=— ,unde S este aria triunghiului iar p= %
p

Grupuri
Definitie:Fie *: M x M — M lege de compozitie pe M.O submultime nevidaH a lui M ,se
numeste parte stabila a lui M 1n raport cu legea “* " dacaVx,ye H > x*ye H .
Proprietatile legilor de compozitie
Fie *: M xM — M lege de compozifie pe M.
Legea “* “senumeste asociativadaca (x* y)*z=x*(y*z),Vx,y,ze M
Legea “* “senumeste comutativadacax*y=y*x,Vx,ye M
Legea “* “ admite element neutru dacdexistace M ai.x*e=e*x=x,YxeM
Definitie:Cuplul (M, *) formeaza un monoid daca are proprietatile:
Dx*y)*z=x*(y*2),Vx,y,ze M
2)existdece M ajx*e=exx=x,VxeM
Dacainplus x* y = y*x,Vx,y € M atunci monoidul se numeste comutativ.
Notatie:UM)={x e M / x este simetrizabil }
Definitie:Cuplul (G, *) formeaza un grup daca are proprietatle:
Dx*y)*z=x*(y*2),Vx,y,z€G
2existdee M ajx*e=e*x=x,Vxe G
)VxeG,Ix €G ai. x*x =x *x=¢
Dacainplus x*y = y*x,Vx,y € G atunci grupul se numeste abelian sau comutativ.
Definitie:Un grup G se numeste finit daca mulfimea G este finita si grup infinit ,in caz contrar.
Se numeste ordinul grupului G ,cardinalul multimii G(numarul de elemente din G).
Ordinul unui element
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Defintie:Fie (G, ®) un grup si x € G .Cel mai mic numar natural nenul n cu proprietatea x "= e
se numeste ordinul elementului x in grupul G.(ordx = n)

Subgrup

Definitie:Fie (G, *) un grup.O submultime nevida H a lui G se numeste subgrup al grupului
(G, *) daca indeplineste condifiile:

DVx,yeH =>x*yeH .

NVxeH=x e€H

AA A

Grupul claselor de resturi modulo n,Z, ={1,2,---,n—1}

(Z,,+) —grup abelian

(Z,,) -monoid comutativ ,in careU(Z,)={k € Z, /cmm.d.c(k,n) =1}

Morfisme si izomorfisme de grupuri
Definitie:Fie (G, *) si (G o) doud grupuri.O functie :G— G se numeste morfism de grupuri
daca are loc conditia f(x* y) = f(x)o f(y),Vx,y e G
Daca in plus f este bijectiva atunci f se numeste izomorfism de grupuri.
Prop. Fie (G, *) si (G ',0) doud grupuri.Daca f:G — G este morfism de grupuri atunci:
Df(e)=¢ unde e,e sunt elementele neutre din cele doud grupuri.
Dix ) =[f(x)] VxeG
Inele si corpuri
Definitie:Un triplet (A, *,0), unde A este o multime nevida iar ,,*” si,,°o” sunt doua legi

de compozitie pe A,este inel daca:
1) (A, * )este grup abelian
2) (A, ©)este monoid
3)Legea ,,o”’este distributiva fata de legea ,, *

xo(y*z)=(xoy)* (x°2z),(y*2)ox = (yox)*(zox)Vx,y,z€ A

Inelul (A,*,0), este fara divizori ai lui 0,daca Vx.y#e, = xoy#e, (e, element
neutru de la legea ,,*”)

Un inel (A, *,0), se numeste comutativ daca satisface si axioma: Xxo y = yox,Vx,y € A
Un inel (A, *,0), comutativ,cu cel putin 2 elemente si fara divizori ai lui 0, se
numeste,domeniu de integritate .

Definitie :Un inel (K, *,0)cu e, # e .se numeste corp daci Vxe K,x #e,,3x € K a.i.
Xox =x ox=e, (e,,e, fiind elementele neutre )

Un corp (K, *,0), se numeste comutativ daca satisface si axioma: xey = yox,Vx,y e K

Obs.:Corpurile nu au divizori ai lui zero.
Morfisme si izomorfisme de inele si corpuri.

Definitie :Fie (A, *,0),(A ®,®) doui inele.O functie fA— A se numeste morfism de
inele daca :

Dftx*y)=f(x)® f(y).Vx,ye A
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Dftxey)=f(0)® f(y),Vx,ye A

3)fle,)=e, (€., e, fiind elementele neutre corespunzatoare legilor o,®)

Daca in plus f este bijectiva atunci f se numeste izomorfism de inele.
Definitie:Fiind date corpurile K, K ,orice morfism(izomorfism) de inele de la K la

K ,se numeste morfism(izomorfism)de corpuri.
Inele de polinoame

Forma algebricd a unui polinom:f =a,x" +a, x""' +---+a,x+a,,a, #0,a, € Aun inel
comutativ.

Definitie:a€ A se numeste radacina a polinomului f daca f(a)=0.

Teorema Imparfirii cu rest:Fie K un corp comutativ,iar f si g,cu g # 0, polinoame din
K[X].Atunci exista polinoamele g st r din K[X] ,unic determinate,astfel incat f=gg+r cu
gradr<gradg.

Dacar = 0,adica f = gq ,atunci spunem ca polinomul g divide polinomul f.

Teorema restului: Fie K un corp comutativ,f un polinom din K[X] si a un element din K
= restul impartirii lui f la X-a este f(a).

Consecintaa este radacind a lui f < X-a divide f.

Definitie:Elementul a€ K este radacina de ordinul pe N pentru polinomul f€ K[X] daca
(X-a)” divide pe f iar (X-a)”*'nu divide pe f.

Teorema: Elementul a€ K este radacina de ordinul pe N* pentru polinomul

fe K[X] < f(a)=0,f (a)=0,--, f""(a)=0si £ (a)=0,unde f este fuctia
polinomiala asociata polinomului f.

Polinoame cu coeficienti reali

TeoremaFie fe R[ X ],f# 0.Dacaz = a+ib,b# Oeste o radacina complexa a lui f,atunci:
1)2 = a-1b este de asemenea o radacina complexa a lui f

Dz st Z au acelasi ordin de multiplicitate.

Obs. : (X —2)(X —2)/ f

Polinoame cu coeficieni rationali

Teorema :Fie fe Q[X], f#0.Dacax,=a+ Vb este o radicini a lui funde

a,be Q,b>0,\/3 ¢ Q ,atunci

1) x_o =a—+/beste de asemenea o radacind a lui f 2)x,, x_o au acelasi ordin de multiplicitate.
Obs. : (X —x, )X —x,)/ f

Polinoame cu coeficienti intregi

Teotema :fie f=a,x" +a, x""' +---+ax+a,,a, #0;fe Z[X]

I)Dacax,= P (p,q numere prime intre ele) este o radacind rationald a lui f,atunci
q

a)p divide termenul liber a,,
b)q divide pe a,
2)Daca x ,= p este o radacina intreaga a lui f,atunci p este un divizor al lui a,,.
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Polinoame ireductibile

Definitie:Fie K un corp comutativ,f un polinom din K[X] cu gradf>0 se numeste reductibil
peste K daca exista g,q din K[X] cu gradg<gradf,eradg<gradf astfel incat f=gq.

Daca f nu este reductibil peste K atunci se spune ca f este ireductibil peste K.
Prop.:Polinoamele de grad 2 sau 3 din K[X] sunt ireductibile peste K <> nu au radacini in K.
Relatiile lui Viete: Fie K un corp comutativ,f un polinom din K[X],

f=za,x"+a, x"" +--+ax+ay,a, #0.Dacdx,,x,, - x,sunt n radicini ale lui f in K
atunci f =a, (X —x (X —x,)--- (X —x,)si

_ -1
X +x,++x, =—a,, -a,
XXy + XXy +o 4+ X, X, =a, ,a

a,
X+ X, +x, =——
a,
Dacdf=a,x’ +a,x* +a,x+a,, f e C[X]=

a
_ 1
XXy T XXy + XXy = —

a
a,
XXXy = ——
L a,
a
X X, Xy X, =——
a,
a,
XX, F X X5+ XX, = —
f= 4 3 2 CI X a,
=a,X +ax +a,x" +ax+a, feCX]= .
_ 1
XXXy + X Xy X, + XXX, + Xy XX, = -
4

a
X Xy XXy = —

Ecuatii reciproce

Definitie:O ecuatie de forma a,x" +a, ,x""' +---+a,x+a,,a, =0 pentru care
a, . =a,;,0<i<n senumeste ecuatic reciproca de gradul n.

Orice ecuatie reciproca de grad impar are radacina -1.

Ecuatia reciproca de gradul IV are formaza x* +bx” + cx> +bx+a,a #0

. . . 1 1 1 oo
Se Tmparte prin x°si devine a (x* + x—z) +b(x+ ;) +c¢ =0:notez x + < =t sl obtinem o

ecuatie de gradul II.

Siruri de numere reale
Sir monoton (crescator sau descrescator)
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Fie (a,),.y un sir de numere reale.

VneN.
VneN.
Sirul(a, ) este descrescator daca: a, >a,,,,VneN .
VneN.

Sirul(a, ) este crescator daca: a, < a

n+12

Sirul(a,) este strict crescator daca: a, <a

n+12

Sirul(a, ) este strict descrescator daca: a, > a

n+l>
Sir marginit

Fie (a,),.y unsir de numere reale.

Sirul (a,) este marginit daca: da, f e Ra.i.a<a, < f,Vne N

Definitie

Un sir care are limita finitad se numeste convergent.

Un sir care nu are limita sau care are limita infinita se numeste divergent

Teorema :Orice sir convergent este marginit.

Consecinta :Daca un sir este nemarginit atunci el este divergent.

Teorema Daca un sir are limita, atunci orice subsir al sau are aceeasi limita.
Consecinta: daca un sir contine doua subsiruri cu limite diferite, atunci sirul nu are

limita.

*Teorema lui Weierstrass

Orice sir monoton §i marginit este convergent.

*Teorema clestelui

Dacd x,<a,<y,,Vnzk si lm x, =lm y, =/ atunci m a, =1.

n—w n—>0 n—0

= Criteriul raportului

. . oo e ... a -
Fie(a,),.y unsir cu termeni strict pozitivi. Daca lim —* =] [0,]) atunci lim a, =0.

n—»0 a n—>»0
n

. a L
Daca m —L =] e (1,0) sau [ = atunci im a, = .
b n
n—o n—»0
n

* Lema lui Stolz-Cezaro
Fie (a,),.y $1 (b,),.y doua siruri de numere reale.

. a,. —a . e . . ..
Daca lim ——" =] (finit sau infinit) si (b,),_, este strict monoton si nemarginit ,

e er—l _bn
.. a,
atunci m =
n—»0 b

= Criteriul radicalului

. . — e .. 4a -
Fie (a,),.y un sir cu termeni strict pozitivi.Dacd lim —* =/ atunci lim z/a, =1.

n—»0 a n—>0
n

Siruri remarcabile
0,daca g e (—L1)
l,daca g =1 . o0, )0
lim ¢" = aca? lm n* = >
n—ow o0, daca qe (1, oo) n—w 0’a<0

nu existd, daca q € (—o,—1]

18



lim n*a" =0 ,unde a € (-1,1),k e N

n—o

lim (1+lj =e ; e=2,7178...este constanta lui Euler

n—»0 n

Xn 1
generalizare: lim [l +L] =e dacd x, — *oo; hin (1+y,)y, =e dacd y, >0
n—0 n—®

. sinx - . tgx <
lim ~ =1dacd xnao,hmﬂzldacaxnao,
n—o  x n—wo X
n n
. arcsi x . . arctgx .
lim ——* =1daca xn—>0,hm¢:1daca x, =0,
n—>0 X n—»o0 X

n n

Limite de functii

Teorema O functie are limita intr-un punct finit de acumulare daca si numai daca are
limite laterale egale in acel punct.
fare imitdinx <=1 (x,)=10,(x,) © f(x,-0)= f(x,+0) < EBO f(x)= PBEO f(x)

x(xg X)Xy
Obs.:Functia f :D — R nu are limitad in punctul de acumulare x ;in una din situatiile :
a)exista un sir X , € D — {x, } cu limita x, astfel incat sirul (f(x,))nu are limita
b)exista sirurile (x,),(y,),x,,y, € D—{x,},astfel incat sirurile (f(x,)),(f(y,)) au

limite diferite.
Teorema:Fie f:D — R,o functie elementard si X ;€ D un punct de acumulare al lui

D=> lim ()= £(x,)

Teorema(Criteriul majorarii,cazul limitelor finite)
Fie f,g:D — R si x,un punct de acumulare al lui D.Dacd lm g(x)=0 siexistd / € R

a.l |f(x) —l| <g(x),Vxe DNV,x # x,, V vecinatate a lui x ;51 dacd
Im g(x)=0=lm f(x)=I

X=X,

Teorema(Criteriul majorarii,cazul limitelor infinite)
Fie f,g:D— R, x,un punct de acumulare al luiD si f(x) < g(x),Vxe DNV, x #x,,V

vecindtate a lui x .

a)Dacd im f(x)=o00= lim g(x)=o

b)Dacd Im g(x)=-c0= lm f(x)=-o

Teorema(Criteriul clestelui)

Fie f,g,h:D — R , x,un punct de acumulare al lui D si

f(x) < g(x)<h(x),Vxe DNV,x #x,, V vecindtate a lui x .
Daca lm f(x)=Ilm h(x)=[= lm g(x)=1
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Limite uzuale.Limite remarcabile.
. n n—1 - n
xlgl}w(a”x +a, X" +--+ax+a,)= XIEQOO a,x
a
b—k . k=m

m

k k-1
ax +a,_x +---+ax+a,

— — =<0,mk
wrop x"+b X" +--4+bx+Db,

Lh . (00) " kym

m

]jml=0 lim l=0 ]jmlz—oo ]jml=+oo
X—0 X X—>—0 X x—0 x x—>0 X
x<0 x>0

lim +/x = o0 fim 3/x = oo im 3/x = —o0
X—>0 X—>0 X—>—0

. . |00, dacaa>1 ) N 0, daca a>1

]lm a = ]_]m a =
X0 0, daca ae(0,1) x—>—» w0, daca ae(0,1)

) oo, daca a>1 ) —o0, daca a>1

Im log,x= Im log,x=
X0 -0, daca ae(0,1) ;HO() o, daca ae(0,1)

x>

lim arctgx = z lim arctgx= T lim arcctgx =0 Im arcctgx=rn
X—>0 2 X—>—00 2 x—>0 x—>—0

: 1) . 1Y : 1

Im|l+—| =e Im [1+—| =e lim (1+ x)x =e
X—»00 X X—>—00 X x—0

i S X ]jmtg—le ﬁmarcsm le 1].marctgx:1
x—>0 X =0 x x—0 X x>0 X
. -1

ﬁmM:I hma =lha, a>0,a%l
x—0 X -0 x
im sin u(x) 1 m tg u(x) 1 im arcsin u(x) _ im arctg u(x) 1
x—0 u(x) x—0 u(x) x—0 u(x) x—0 u(x)
.1+ . a" -1 :
hmw=l im% =t a , a>0,a#1lunde Im u(x)=0
x—0 u (x) x—0 u(x) X=X

.. o o 0 0 0
Operatii fara sens: —,6,00 —00,0-00,17,0",00
o0

Functii continue
Definitie Fie f : D — Rsi x, € Dpunct de acumulare pentru D

f este continua in x, € D dacalim f(x)=f(x, )

Daca fnu este continud in x, € D,ea se numeste discontinua in x,,iar x,se numeste

punct de discontinuitate.
Definitii:Un punct de discontinuitate x, € D este punct de discontinuitate de prima speta

pentru f,daca limitele laterale ale functiei f in punctul x, exista si sunt finite.
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Un punct de discontinuitate x, € D este punct de discontinuitate de speta a doua dacd nu

este de prima spetd.(cel putin una din limitele laterale ale functiei f in punctul x, nu este
finitd sau nu existd)

Teoremi: Fie f : D — Rsi x, € Dpunct de acumulare pentru D= f continud in x,

< L(x) =1,(x))=1(x,)

Teoremai:Functiile elementare sunt continue pe domeniile maxime de definitie.
Operatii cu functii continue

Teorema:Fie f,g:D — R continue pe D

f

Compunerea a doud functii continue este o functie continua.
Teorema: Fie f:[a,b] >R o functie continua a.i. f(a)f(b)<0 = 3 ¢ € (a,b) pentru care
f(c)=0.

=ftg, f- g,i(g #0),|f|,max( f, g),min( f,g)sunt functii continue pe D.
8

Asimptote
1.Asimptote verticale

Definitie:Fie f:E — R,a € R punct de acumulare pentru E.Se spune ca dreapta x = a este
asimptota verticala la stanga pentru f,daca im f(x) =c0 sau m f(x)=—o0.
Definitie:Fie f:E — R,a € R punct de acumulare pentru E.Se spune ca dreapta x = a este
asimptota verticala la dreapta pentru f,daca im f(x) = sau lim f(x)=—co.

Definitie : Fie f:E— R,a € R punct de acumulare pentru E.Se spune ca dreapta x =a

este asimptota verticala pentru f daca ea este asimptota verticala atat la stanga cat si la
dreapta sau numai lateral.

2.Asimptote oblice

Teorema : Fie f :E — R,unde E contine un interval de forma(a, )

Dreapta y=mx+n,m= ( este asimptota oblica spre +o la graficul lui f dacd si numai daca

m,n sunt numere reale finite,unde m= lim M,n = lim [ f (x) —mx].Analog la -
X—>00 x X—>00

3.Asimptote orizontale

Daca lm f(x) =1,/ numar finit atunci y = 1 este asimptota orizontald spre +oo la graficul

lui f.

Analog la -

Obs :0 functie nu poate admite atat asimptota orizontala cat i oblica spre + oo (-)
Functii derivabile

Definitie:Fie D — R,x e D punct de acumulare pentru D

):hl’n f(x)_f(xo) .

X=X, X — xO

Derivata intr-un punct:f (x,

feste derivabild in x,daca limita precedenta existd si este finita.
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*Daca f este derivabila in x, graficul functiei are in punctul M (x,, f(x,)) tangenta a
cdrei pantd este f (x,) .Ecuatia tangentei este:  y— f(x,) = f (x,)(x—x,).
Teoremi:Fie £fD—>R , x,€ D punct de acumulare pentru D={ este derivabila in

punctul de acumulare x, < f,(x,)=f,(x,) € R(finite) <> lim SO = %) _

XX, —
x(xq 0 X xo

. x)— f(x,

i SO

SR

Teorema . Orice functie derivabila intr-un punct este continua in acel punct.
Puncte de intoarcere.Puncte unghiulare.

Definitii:Fie fD—>R, x, € D punct de acumulare pentru D.Punctul x ,se numeste punct
de intoarcere al functiei f, daca f este continud in x, s1 are derivate laterale infinite si
diferite in acest punct. Punctul x ,se numeste punct unghiular al functiei f daca f este

continud in x ,,are derivate laterale diferite In x ;s cel putin o derivatd laterala este finita.

Derivatele functiilor elementare

Functia Derivata
c 0
X 1
* =1
x".,neN nx
x",reR !

nn xn—l

In x 1

X

e’ e’

X X

a*(a>0,a#1) a ' na
sin x COSX
COS X —sin x

tgx 1
cos® x

ctg x 1
sin? x

arcsin x 1
1—x?
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arccos x 1
1-x*
arctg x 1
1+ x?
arcctg x 1
1+ x?

Operatii cu functii derivabile

Teorema:Fie f,g:D — R derivabile pe D= f+g ,fg, i (g # 0)sunt functii derivabile pe D.
8

Compunerea a doud functii derivabile este o functie derivabila.
Reguli de derivare

(Ftg) =f 48 :(f-8) =f g+ g :Af) =A-f ;(ij St L. 8

g g
(fou) =f (w)u

Proprietatile functiilor derivabile
Definitie:Fie D—R.Un punct x, € D se numeste punct de maxim local(respectiv de

minim local)al lui f daca existd o vecindtate U a punctului x, astfel incat
f(x) <f(x, )(respectiv f(x) = f(x,) ) pentru orice xe DNU .
Dacad f(x)<f(x,)(respectiv f(x) >1(x,) ) pentru orice xe D atunci X, se numeste punct

de maxim absolut(respectiv minim absolut)
Teorema . ( Fermat) Fie I un interval deschis si x , € [ un punct de extrem al unei functii

f:I>R. Daca f este derivabila in punctul x, atunci f’(x,)=0.

Definitie:O functie f: [a, b] >R (a< b) se numeste functie Rolle daca este continud pe
intervalul compact [a, b] si derivabila pe intervalul deschis (a, b).

Teorema lui Rolle

Fie f: [a, b]> R, a< b o functie Rolle astfel incat f(a)= f(b), atunci exista cel putin un
punct ce (a, b) astfel incat f°(c)=0.

Teorema(teorema lui J. Lagrange). Fie f o functie Rolle pe un interval compact [a, b].
Atunci 3 ce (a, b) astfel incat f(b)- f(a)=(b- a)f’(c)

Consecinte:

1.Daca o functie derivabila are derivata nuld pe un interval atunci ea este constanta pe
acel interval.

2.Daca doua functii derivabile au derivatele egale pe un interval atunci ele diferd printr-o
constanta pe acel interval.

Rolul primei derivate

3. Fie f o functie derivabila pe un interval I.

Daca f (x) > 0(f (x)=0),Vx €1, atunci f este strict crescitoare( crescitoare) pe I.
Daca f (x) <0(f (x) <0),Vx €1, atunci f este strict descrescitoare(descrescitoare) pe 1.
4.Fie D — R,D interval si x , € D .Daca
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D)f este continud in x,
2)f este derivabild pe D- {x,}

3)existd m f'(x)=IleR

atunci f are derivatd in x,si f (x,) =/ .Dacd [ € R atunci f este derivabild in x,.
Observatie: Cu ajutorul primei derivate se stabilesc intervalele de monotonie ale unei
functii derivabile si se determind punctele de extrem local.

Rolul derivatei a doua

Teorema: Fie f o functie de doua ori derivabila pe I.

Dacd f'(x)>0,Vx eI, atunci f este convexi pe 1.

Dacd f'(x) <0,Vx eI, atunci f este concavi pe 1.
Definitie: Fie f'o functie continua pe I si x, €I punct interior intervalului. Spunem ca x,
este punct de inflexiune al graficului functiei daca f este convexa pe o vecinatate stanga a
lui x,$1 concava pe o vecindtate dreapta a lui x, sau invers.

Observatie:Cu ajutorul derivatei a doua se stabilesc intervalele de convexitate si
concavitate si se determina punctele de inflexiune.

Notiunea de primitiva

Definitie: Fie I < R interval, f : I — R. Se numeste primitiva a functiei f pe I, orice
functie F : I — R derivabili pe I cu proprietatea F (x) = f (x), Vx € L.
Teorema.Orice functie continud f: I — R poseda primitive pe I.
Teorema:Fie f: I — R,I interval ,o functie care admite primitive pe I.Atunci f are
proprietatea lui Darboux.
Consecinte:
1.Daca g : I > R nu are proprietatea lui Darboux pe intervalul I,atunci g nu admite
primitive pe 1.
2.Fie g : 1 - R.Daca g(I)={g(x)/ x € I} nu este interval atunci g nu admite primitive pe I.
3.Daca g : I - R are discontinuitati de prima spetad atunci g nu admite primitive pe 1.
Tabel de integrale nedefinite

n+l
I x"dx =

X

+C,ne N XeR
n+l

a+l

Ix“ =X +C,aeR,a+#—-1,xe(0,0)
a+l

J.ldx=ln|x|+C,xe(0,oo) sau xe€ (—,0)
X

X

J.axdx: a +C,a)0,a#1,xeR

Ina

1 I, |x—a
j —— =" +C,a # 0,x € (—0,—a) sau X € (—a,a) sau X € (a,®©)
X" —a 2a |x+a

1 1
I 5 2dx:—arctg£+C,a;«r&O,xeR
x“+a a a
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———dx = arcsin — +C a#0,xe(—-a,a)

[
[
[ -

jsm xdx=—-cosx+C,xe R

——dx=In(x+Vx*+a’)+C,a#0,xeR

‘x+ x*—a’|+C,a#0,x e (—0o,—a)sau x € (a,o)

jcosxdx:sin x+C,xeR

I —dx =1gx+C,cosx # 0
COS” X

I ——dx =—ctgx+C,sin x# 0
sin ~ x

Integrala definita
Teorema.Functiile continue pe un interval [a,b] sunt integrabile pe [a,b].
Teoremi.Functiile monotone pe un interval [a,b] sunt integrabile pe [a,b].
Proprietatile functiilor integrabile.
a)(Proprietatea de linearitate)
Daca f,g :[a.b] = R sunt integrabile si L € R =

1>T(f<x)+g(x))dx= jf(X)dHig(x)dx

2) jﬂf (x)dx = /1]7‘ f(x)dx

b)Dacd f(x)=>0,x¢e [a,b] si este integrabild pe [a,b], atunci J- ’ f(x)dx>0.

c)Daca f(x)= g(x) pentru orice x [a,b] sidaca f'si g sunt integrabile pe [a,b],

) b
atunc1J. f(x)dx > I g(x)dx
d)(Proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul)
Functia f: [a, b]> R este integrabila pe [a, b] daca si numai dacd, V ¢ € (a, b) functiile
=f |[a, clsif,=f1 |[c, b] sunt integrabile si are loc formula:

[ fdr+ [ peode= [ fodx

e)Daca functia f este integrabila pe [a,b], atunci si | f | este integrabila pe [a,b] si

[ reodu <[] oldr.
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Teorema (Formula Leibniz - Newton)
Daca f: [a, b]—> R este o functie integrabila si f admite primitive pe [a, b] atunci pentru
orice primitiva F a lui f pe [a, b] are loc formula Leibniz-Newton:

[" e =F () = F(b)-F(a).

Teorema de medie Daca f: [a, b] — R este o functie continud, atunci exista ce[a, b] a.i.

b
[ fede=b-a)f ().
Teorema de existenta a primitivelor unei functii continue
Daca g : [a, b]—> R este o functie continud,atunci functia G: [a, b] >R,

G(x)= Ig(t)dt, x €[a,b]are proprietatile:
1)G este continua pe [a, b] s1 G(a) =0
2)G este derivabild pe [a, b] si G (x) = g(x), Vx €[a,b]

Retinem: U g(t)dt] =g(x)

Teorema (Formula de integrare prin parti)
Fie f, g:[a, b]> R cu f, g derivabile cu derivatele continue, atunci are loc formula de

. . X4 b ' b b '
integrare prin parti: L fg'dx= fg|a —L Sf'edx.

Teorema:Fie f:[-a,a] — R,a)0 o functie continud. Atunci

1) j f(x)dx = 2.[ f(x)dx,daca f este functie para.
—a 0

2) I f(x)dx =0 ,daca f este functie impara.

Teorema:Fie f:R— R o functie continua de perioada
a+T T

T)0 = j F(x)dx = j f(x)dx,Ya e R

Aria unui domeniu din plan
1. Aria multimii din plan Dc R? mirginiti de dreptele x =a, x =b, y =0 si graficul

functieif : [a, b]— R pozitiva si continud se calculeaza prin formula: ﬂ(D) = I ’ f(x)dx .

2. In cazul f: [a, b]— R continui si de semn oarecare, avem: ﬁ(D) = Ib| f(x)|dx.
3. Aria multimii din plan marginita de dreptele x = a, x = b si graficele functiilor

f, g :[a, b]> R continue este calculata prin formula: jél(D) = Ib| g(x)—f(x)|dx.
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Volumul unui corp de rotatie Fie f: [a, b]—> R o functie continud, atunci corpul C , din

spatiu obtinut prin rotirea graficului lui f, Gy, in jurul axei Ox, are volumul calculat prin

formula: .V(C )= 7Z'I £2(x)dx
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