Varianta 1 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii
1.n:4a+k1+5+9+;.+Ma-H):23h£igi%¥ﬁj12:23h2a2+3a—230=0;a=10J1=41

2. x1=1,x2=% ;xOd 1%

. y>Ly=x+1 s (1es) - (0,e9), 7 (x) =/x -1
4. Cj}, =120 submultimi cu trei elemente

5. (2—m)2 +(2 +m)2 =4:m=+2
o2

2311 T
6. cos—— =cos— =cos — ——
12 12 3 4 4

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Calcul direct
b) Se demonstreaza prin inductie dupa nO} ~.

21 2
c) Din ipoteza rezultd X I:I1 ) = | 2 [X,iardin a), caexistd u,vOy ,astfel incat X =
v +u-v? P+ PB-1
Folosind b) gasim 2 si solutia: X = 2 2
(u+vf—1u—w3_l -1 P3+1
2 2 2

2. a) Calcul direct.
b) Calcul direct, ~f6=5 in z,.

c) Pentru allz,, a#f), ox z,, f(x)=6+aDk. Avem f(a_1)=6, deci f este reductibil.

Pentru a=6, f =(X3 —ﬁ) [@X3 +§), deci f este reductibil.
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Varianta 1 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

f(x .
l.a) Cum lim ( ) =-asl lim (f (X) +a Dt) =0 ,dreapta y = —a [X este asimptota oblica spre —c .

X — —0o X X —» —00

b) X =Ina este punct de minim.
¢) Din ipoteza cd avem ca f (X) > f (0) X1 R ,deci x =0 este punct de minim pentru f . Din T.Fermat

deducemca f '(0) =0 <= a=1si verificare.
2.a) F este derivabila pe (0;00). F'(X) :%(lnx —2) +2 @/ dx_ =f (X),X >0.
X

b) G primitiva G este derivabila. G'(X) =f ( X) >0, 1 concluzia.

+F(x)

c) Aria:J'le|f (X)|dx =ﬁ —f (x)dx +J’1e f (x)dx =—F(x) ¢ =2e _ 5
e e €
e e

N

@ | =
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Varianta 2 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

2 Solutii
.(5%J=—u4fzq

2. x> —6x+5=0; x0{1,5}

[EEN

3. f‘lzy -y ,f"l(x)=XT+l

81
4. p="-=09
P=%

5. M(1,3) este mijlocul 1ui (BC); AM =5
6. m(m-2)+3[{-1) =0;m=3

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1. a) Calcul direct. Se obtine a=3.
b) A=3"[A, deci mm(Nﬂ=L

0 1
-1 0

2. a) Pentru a,bM, avem e®+e” 121, deci albl[Be ¥ M.

c) B=A-A :( j Se obtine B*® =1,.

b) Pentru a,b,c0M se demonstreaza ca (an)DG: al ( G) ln(eﬁ e et 2).

) Se demonstreaza prin inductie cd ala.[J & In ( et (m 1)).
denoria

Se obtin apoi solutiile a=0 si a= ln(n —1) .
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Varianta 2 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Se demonstreaza prin inductie matematica.
b) a 4 —a, =4, El/a <0 sirul dat este strict descrescator.
2 * a < .
¢) Cum ay <ay El/a, k] N, insumand se deduce relatia ceruta

2.a) F este derivabilape R.

F(x)=28— 1 g2 —¢(x).
(x) I (x)

ﬂdx—ln(x + X +1)

b)Aria ceuta este A = .IO
X“+Xx+1

c)Limita ceruta este L = lim (F (n) -F ( )) 3

n - oo
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Varianta 3 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

L (V2) =25 (8) =t (45) =702 5 <t D54

2. min f :—A;minf =3
4a

3. Ig(x-1)(6x~=5) =1g100 ; x =5
6 _1
4, p=—=—
P 90 15
5. ecuatia perpendicularei din A pe d :3x+2y —26 =0
7

6. —
9

Ministerul Educatiei, Cercetarii si:l'ineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:

1 4

1 a) det(A2+Bz)=4 =15,

b) Se arata prin calcul direct.
c) Dacd X,YOM,({) si XY =YX, atunci

det(X2+Y2)=det((X +H ¥)(X -i N))b;det(x + 1) det(X -i ¥).

Mai mult, X =i Y =X =1, deci det(X?+Y2) =[det(X +i 1¥)[ 20.
2. a) Se foloseste definitia elementului neutru.

f(3)=0 . a=1 o y .
, obtinem si se verifica apoi faptul cé functia f:z - z,
f4)=1 bh=-3

f(X)=x -3 este izomorfismul cautat.

b) Deoarece

) Se demonstreaza prin inductie ca L7 EX el (X —3)2008 +3.

de 2008 ori X
Se obtin apoi solutiile x=1 si X=5.
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Varianta 3 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

36%% -1 . 1 ..
=— x>0 f este strict descrescatoare pe O,g S1 strict crescatoare pe

1.a) Avemca f '(X)
X

1 l+1n6,D>(> 0,deci ad-w —1+ In6
6 2 2
.. 1
¢) Deoarece lim f (x)=lim f(x)= oo utilizand a) avem ca pentru m <§ +In6 =m, ec.are 0
xO0

X — 00

b) Din a) avem ca f (x) = f

radacini reale, pentru m =m, ec.are o radacina reala, iar pentru m >m, ec. are doua radacini reale.
2.a) Functia este continua deci are primitive.
Daca F este o primitiva pentru f, atunci F'(X) = f, (X) >0, y .

Asadar functia F este strict crescatoare pe Y .

1 20
b) Avem caJ’ |x 2|+3 Io S x L o dx —ln?

3 +
¢) Avem: limI f dx = lim ;dx = lim In a+3
a— oo a— Oa—X+3 a—o a

=0.
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Varianta 4 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii
1.-1
5 21

2.V —=,—— i %,W <0=VvV0OC

( 3 4j Vs v 1

. 18
3.3 =yiyDing 0o 1 4 2logy 3
4. 9 numere aab;9[® numere aba,9[® numere baa; p=0,27
5. (3-2a)(2a +1) +2(a +1) =0 ;am{ﬁjﬁ}
6. @=15\/§;sinA—§ ; cosA=% ;BC =2\/E

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Searatdca rang(A)=2.
b) Calcul direct, sau, deoarece rang (A [A) < rang (A) =2, rezultd c& det(A' [A)=0.

c) ACA'=90,,deci det(ACA')=81.
2. a) Calcul direct.
b) Se aratd cd elementul neutru este e =-1.
Dacd xUz ,evident 5x+6#0.
. L L ,_ 6x+7 s et 1
X este simetrizabil « OxO z, xxX'=Xx=-1 « X =- Oz , deci 5xX'=—-6+
5x+6 5x+6

asadar 5X+6 IZI{- 1, l} . Se obtine ca unicul element simetrizabil in raport cu legea [T este elementul

Oz ,

neutru e=-1.
c) Din ecuatie rezultd cd X este inversabil $i din b) rezultd X =-1, care verificd relatia.
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Varianta 4 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii
1.a) y =0asimptota orizontala la oo sila —oco.
Dreptele x =0,x = —1sunt asimptote verticale.

—2(3x2-+3x-+1)

b)Avemca f '(X) = <0,0xd y \'{ 1,(} ,de unde se obtine concluzia.

x3.(x+1)°
)Zn:f(k)znll 1 1-—L Limit t t1
c). = | —=—-——|=1- imita ceruta este —
k=l k> (k+1)? (n+1)° e
2 1
20) 1 = [ [ 1-—— [dx =2 ~In3.
0 X+1
1 x" 2 X" 1 1
b) Avemca |, ZI +I dx SJ. x"dx + ldX =—+1.
01+x" 1 1+x" n+1
c)Avemca 0< —dX< x "dx = 0< —dx< dec1 J —dx ,are limita
01+x" 01+x" n+ 01+ x"

egalacu 0.Cum I, =J, + —dx Jn +j (1 S jdx =Jp *l =, ,si C,, are limita egala cu
F1+x" 1+x"

0,deducem ca limita ceruta este egala cul.
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Varianta 5 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutii

X |

0[5 V13,5 13];x0{2,3,4,5,6,7.8}
3. £71:(0,00) - (1,00), f TH(x) =x +1
4. Numadrul cautat e dat de numadrul functiilor g :{1,2,3} - {1, 2,3,4} ;4% = 64 functii

+ +
5. E centrul paralelogramului E(3,3) ; X8 > *p =3, Y8 > Yo _3 : D(-1,10)

6. AC =2R;AC =43
sin B
Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
1 1 1
l.a) Searatdcd |Xp, Xg Xc|=0, decipunctele A, B, C sunt coliniare.
Ya Y8 Yc
b) Intre linii existd relatia L, =6L, —2L,. Rangul este 2.
1 .
c) 1=1¢0,dec1 rang(M)ZZ.

Daca unul dintre minorii de ordinul trei ai lui M care contin ultima coloand este nul, atunci punctul D (a, b)

este coliniar cu doud dintre punctele A, B siC.
Din a) rezultd cd punctele A, B, C, D sunt coliniare, deci toti ceilalti minori de ordinul 3 ai matricei M

sunt nuli. Asadar rang(M ) =2.
2. 8) 40506=9.
b) Se demonstreaza c functia f este bijectivasi Ox, ¥ (0,00), f(xG)="f(x)of(y).

. . . s ® m
c) Fie qUQ, gq>3. Atunci, existd m,n0ON " astfel incidt q=3+—.
n
08 N, avem k=3+t0OH sideoarece H este subgrup al lui G, rezultd c& Si simetricul k' :% +30H .

Deci m+3,l+3|:IH , de unde Si (m+3)o(l+3j =m +3=q0OH .
n n n
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Varianta 5 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii
2
1.a) f'(x)=:l— LA (x=1) X >0
X (x+1)2 x[Qx+1)2

b) Convine f'(x) :% o 2%} =5x2 +20x =9 =0 = (2x~1)(x* ~2x 49) =0 X =%.

1 2 1 2
Deoarece f 5 =-In2 +§ A 5;—ln2 +— este punctul cautat.

¢) Din subpunctul a) deducem ca f '(X) >0, 1, f' (1): 0 Deoarece functia f este strict
crescatoare pe [1,00) si f (1) =0 ,rezultaca f (X) >0, E)b; ),de unde se deduce inegalitatea de

demonstrat.
2.a) Se arata ca f este strict descrescatoare
Se aplica teorema de medie (sau teorema lui Lagrange pentru o primitiva a functiei f).

n n _ =k
b) [, f(x)dx= x dez?]

=1 —— .Atunci limita ceruta este egala cu 1.

n-1
¢) Deoarece J’ln f (X)dx = kZJ’IfH f (X)dx sumand inegalitatile de la a) obtinem:
=1

kif(k)sj'l” f(x)dx a,-f (1)SL” () a, SJ_ln (1 -2,

deci sirul este marginit superior.Sirul fiind si crescator ,este convergent.
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Varianta 6 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

495

f()=ax’ +bx+c;a-b+c =l,c =l,a+b +¢ B;f:y -y ,FO=x"+x+1
3. cos2xsinx=0;x0 E,E

47 4

4. Aj=24
5. AB:\/ﬁ,BCZZ\/ﬁ,ACZS;cosB:%

R= ¢ ;R=6

2sinC

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Searatica o*=0.
b) Daci o=e, pentru p=1 avem oP =e.
Daca oUS,, o#e, atunci pentru orice K DN*, o, 02, ...,0’k as,.
Cum multimea S, este finitd, rezultd ca exista i, j ON*, cu i< j, astfel ca o =0l
Obtinem ci pentru p=j—-iON", of =e.

. 1 2 3 45
C)FICT:[

#e. Searata ca T4=e, deci T =T.
2 3 415

1-iV3 1+i\/§}.

2.a) Se arata ca solutiile ecuatiei sunt X D{l, )

b) Utilizand relatiile lui Viéte obtinem S =xZ +x3 +x3 =0.

Daca ecuatia ar avea mai mult de o rddacinad reald, deoarece ea are coeficienti reali, ea ar avea toate
radécinile reale. Deoarece S =0, obtinem X, =X, =X;3 =0, fals.

o s ) 2
¢) Utilizand relatiile lui Viéte, obtinem A =(x, +x, +x3)((xl Xy +X3)7 B(X %y XX +X3X1)) =4,

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 6 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

lLa) f'(x)=e XlrlX(xlnx)' = f(x) {lnx +1),x >0.

. 1] . 1 . .
b) Functia f este descrescatoare pe (0;—} si crescatoare pe {—, OOJ , deci ea este marginita
e e

1 ..
—] Minimul cerut este € € .

inferior de numarul f (
e

c) f' (X) =f (X) [é(l +In X)2 +lj >0 ,deci f este convexa pe (0,00) .
X

X4

1 1
2.2) jogz(x)dxzj'0 1-x +x* =x° el Omdx-ln(x +1)\ =In2

2n
b) xO [0;1] =0< 1XT <x*"si integrand aceste inegalitati de la O la 1 ,obtinem inegalitatile cerute.
X

¢) Integrand functia {, obtinem:

T 1,11 1 X"
j 1 X +x% —... =X + dx=>In2=1-—+——+. — + —dX utilizand si b)
01+x 1+x 2 3 4 2n 01 +x

gasim ca limita este In2.
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Varianta 7 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii
1.1
2. max f =—A;maxf =0
4a
3. x=(-D)f arcsin(—l] +k7T; arcsin(—lj = —E; xD{Eg}
2 2) 6 6 6

4.C2=120; n=16

5. ABDC parallelogram :AB+AC =AD, AB -AC =CB ; AD =CB; ABDC dreptunghi ; AZ%T

o

. triunghiul este dreptunghic; S=6, p=6;r=1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1. a) Searatdcad rang(A)=3.
b) Se aratd usor ca multimea solutiilor este S ={ (0, a,1-2a, 0() ‘O( O {} .

x=0

2x+y =0
3Xx+2y+z=0 °
4x+3y +2z =1
Sistemul omogen format din primele trei ecuatii are doar solutia x=y =z =0, care nu verificd a patra

ecuatie a sistemului, contradictie.
2. a) Calcul direct.
b) Din a)rezultd céd ,,-” este lege de compozitie pe H; .

) Presupunem ca sistemul are solutia X = (X y Z) OM 5 ({) Se obtine sistemul

Deoarece pentru tUz , simetrica din grupul (G, EI) a matricei A(k - 1) este matricea A(—k Ki —1) ,
searatdcd Oh K z, A(hd-1) A(-k@-1)0H,.

c) Fie functia f:G - (O, 00), f (A(k))=k +1, 0K z.

Se demonstreazad ca f este bijectiva Si ca este un morfism de grupuri.
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Varianta 7 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

1.a) X =0 este asimptota verticala.Functia f nu admite alte asimptote
b) Aplica T.Lagrange functiei f pe[k, k + 1] si stabileste inegalitatile cerute.

¢) Sumeaza inegalitatile de la a) si obtine X, > 1n(n +1) —-Inn >0,n0} *

1 . . :
Xn+1 ~ Xn =—1 —ln(n +1) +Inn si folosind a) se deduce ca sirul este descrescator.
n+

2.2) Convine F'(x)=f (x),0 - 1,

adica a + %bX + ZC = 2X e -1
X+1 x=+1 x~+1 (x+1)(x2+1)

sau a+2b=0,2b +c =2,a +¢c =0, deunde a =-1,b =%,c =1.
1

b) Avem: j; f(x)dx=F (X)E) :(—m(x +1) +%ln(x2 +1) +arctg (x)]0

N
2 4

c) Avem ca F'(X)= f (X),X>—1 Stabileste ca F'(X)<0,XD6 1;0),F'(X)> 0,x> 0si

deduce monotonia.
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Varianta 8 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetdrii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1. 22+z+1=0 2°=1; z4+i4=z+l:—1,

VA z
2. f(H)=2,f0)=3;c=3,a=-2
3. dTx+1=x+1; x> +3x% —4x =0 ; xOf 4,1,0}
4. Ar=120
5. AF = AE +EF ; FC=FD +DC ; FC =2AF ; A,F,C coliniare
6. p=21, S=84; 55—6

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1. @) det(A)=-4.
b) Calcul direct.
o o 0 -1 -1
c) Searaticd A" =—(A-1,) deci A '=— -1 0 -1.
2 21100

2. a) Folosind relatiile lui Viete, se aratd ca (X; +1)(X, +1)(X3 +1) =-a.
b) x, =2 a=-6. Celelalte radacini sunt solutiile ecuatiei X* +2x+3 =0, deci X, ,=-1 +\2100.

c) a=0 este solutie.
o N . L XX X =0
Pentru a#0, din primele doua relatii ale lui Viéte rezulta .
XXy + (X +%) B =-1
. 2 2 _1= : : 52—
Seobtine X; + XX, +X; =1 =0.Din A, 20 §i X, 20 rezulta x; =1.

Rezultd X; =0, fals. Asadar a=0 este unica solutie.
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Varianta 8 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Avemca f '(X) =1-sinx =0 $i derivata nu se anuleaza pe o multime care e interval , deci

are loc concluzia.

b) Se demonstreaza prin inductie matematica ca X, U (0;5]

c).Arata ca sirul este crescator .

. Deduce folosind si b) ca sirul este convergent. Arata ca lim X, =—

n— oo

n
2a) I =sinx|2 =1.
e
b) Iy =1, = -[05 cos" X(COS X —l)dX <0,de unde se obtine concluzia.

T

T m
o) I, =J.05(sinx) [dos" ™ xdx; I, =(n —1).“03(1 —cos? X) [dos" ™ xdx ; I, =(n=1)1,, =(n -1)1,, .deci
n—1
I, =—1,-.
n n n-2

Se motiveaza ca |, # 0. Inmultind relatiile anterioare obtinem |50, Ll.0, = % Iy : a, L. diln_z si se
n

deduce relatia ceruta.
Relatia ceruta se poate stabili si prin inductie matematica dupa ce se gaseste relatia de recurenta.
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Varianta 9 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

1. z0§ 3i}

2.A=20; alfo ,
5

9—2ﬁ3} {9+%ﬁ§ ]
5 Q0

3. 4x0{0,27,4 726 718 ¥ ; xm{og,m%”,z;%

4. numarul cerut coincide cu numarul functiilor g :{1,3,4,5} N {1,2,3,4,5} ;54 =625 functii
5. p=21;S=84;r=4
AB _ AC _AB _ \/5

"sinC  sinB ' AC

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Searatici A*=-40,.
b) Se demonstreaza prin calcul direct.
) Se demonstreaza ca

ala } *, A4k =(_4)k |:]|2, A4k+1 =(_4)k A, A4k+2 =(_4)k mz si A4k+3 =(_4)k D\3.
Folosind punctul b) si forma matricelor A, Az, A3, deducem concluzia.

2. a) Pentru xO{ , notdm x? =t. Ecuatia 22 +3t-5=0 are solutiile t; =1 si t, :—%.

N

Radécinile polinomului f sunt X , =%1 §i X3 4 = iT 0.
b) Concluzia rezulta folosind relatiile lui Viete si faptul cd suma cautata este egala cu

2
S=3(X +X +X5 +Xg)7 =8(X Xy XXz XXy HXoXg HXpXy HXgXy).

deducemcd X =X, =X3 =X4 =—%A Gasimapoi b=1 si C=é.
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Varianta 9 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

l.a) Avemca f' (X) =1—=cosXx2,X]Y sif nu se anuleaza pe o multime care sa fie interval.
Asadar,functia f este strict crescatoare pe Y .

b) Din ipoteza rezulta ca X, =sin X, +n. Arataca X, =N —1 Rezulta ca sirul ( Xn ) este nemarginit

deoarece lim (n - 1) =

N — oo
X n-ln+ o .
¢) Avemca ——[ ——,—— Limita ceruta este egala cu 1 (teorema clestelui ).
n n n
1
Li_yn 1 ¥2 W2
2.a) Avem : I2—dx O2(1+X+X +...+x" )dx: X+ —+. +— =a,.
n
0

b) Avem ca t [ O;% 0< gn(t)ggn %

1 1
. = - 1 1
Atunci rezulta ca 0 SJ'OZ dn (t)dt < 02 Wdt =—,n 0}
2 2

*

LI
PES 1
¢) Sirul care ne intereseaza este notat a,.Avemca @, = —ln(l - X)‘g __IOZ dn (X)dX — —lnE =In2.
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Varianta 10 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii
1. z0Of 2i}
2. f(x)=ax+b,az0; f(f(x))=a’x+ab+b;2f (x)+1=2ax+2b +1; f(x)=2x+1
3. ]gxiﬂzlg&, X=9
9 X

k
4. T =Cl B'9% 33 ki3 kD{0,3,6,9)

5. (a-2)(2a-20)-83=0;a0{e 2/7}.

6. Ul =2 ;cos(l],\-/)Z

-2
Jaahs

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Searatica o’=e.

4 (123
b) Ecuatia devine alk=e, cuunica solutie x=a 12(2 N J.

c) Fie o=0, [0, [&; [0, [&; [, produsul cautat, cu o ordonare oarecare a factorilor.

e(0) =¢() (o) B(03) (03 () (¥ ) =( )" e ml ) mla)mlaynla) -
deci oZe.
2. a) Se verifica prin calcul direct.

b) Numarul 5 fiind prim, OKJ {1,2, 3,4}, numarul a, = C5k este divizibil cu 5, deci 6(: =0.

PmmJB:[gg}$iaDZy(A@»5:@D2+@5fD2+§:aD2+EWB:aD2+B:A@)

k
€) Pentru a0Z,, avem (A(a))5 =A(a). Prin inductie se deduce ca OKI N, (A(a))5 =A®a).

Obtinem ca Dd) Zs, (A@)™® =(A@)*. Cam (A@)™" = A@), realts (A@)" = AGa).

Din punctul a) avem (A(rsl))5 =A(a) sideducem (A(a))2 =A(a). Seobtine a= :3)
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Varianta 10 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

2x2 .
o f! (X) =———— >0,deci f este convexa.

l.a) f'(x)=arctgx ——— >

2
X" +1 (1+x2)

b) f'(X)20:> f' este crescatoare Cum  lim f'(x)=—’77, lim f'(x) =

X - —00 X — 00

’

N |y

se obline concluzia.
c) f'(O) =0si f'crescatoare pe y = f'(X) <0,x<0; f'(X) >0,x>0 Deducem ca x=0

este punct de minim pentru f,deci f (X) > f (0) =0,0xJ y .

1
2.) I, = de:lln(ﬁxz)‘l =Lino.
01+ x2 2 07y
n
n

b) xO[0;]] =0< <X

Integreaza inegalitatile anterioare si obtine cerinta problemei .
c)Avemca |, 2 0deoarece functia de integrat este pozitiva.Folosind b) si teorema clestelui se

deduce ca limita ceruta este egala cu 0.
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Varianta 11 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutii

1. a>=2b;a+2=207:a=32,b=512
2. -3(-3x +2) +2 :0;x:g

77571}

3. tg(~x) = —tgx;tgx =1; XD{Z,7 .

4. 4 functij

5. =—=DEC(CBC
B8 TEc
6.C:%;sinc=sin(§+§j=\/g+\/§;R— ¢ 'R:3(\/g—\/§)

4 " 2sinC’

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) det(A)=4.
b) Se aratd prin calcul direct.
c) A#0, < celputinunul dintre numerele a,b,c,d OR este nenul -

. .. . . P |
« a=a’+b%+c?+d? #0. Folosind unicitatea inversei, deducemca A T=—t.
a

2.a) |a|=|-a|=|x +X, +X3] <[] HXo| Hx3| <3.
b) f(0)=c<0, lim f(x)=+c.
X

Functia polinomiald asociatd lui f este continud pe (0, 00), deci ea (i polinomul f) are cel putin o
radacinad in (0,00).

C) XX;X; =1, de unde rezultd ‘Xl ‘ :‘Xz‘ =‘X3‘ =1.

Deoarece ¢=-1<0, din punctul b) rezultd cd f are rddacina X, D(OQO )

Cum ‘Xl‘=1, obtinem X =1.

Folosind relatiile lui Viete, obtinem X, =x; =-1 Siapoi b=-1.
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Varianta 11 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii
. 3. . 1 . o
1.a) Avemca f{(0)= 2 si fq(0)= 1 ,deci f nu e derivabila in x=0.
e X (x+3
—M,xme w,-2)0{ 2,0)
(x+2)°
b) f '(X) = § ; X=-3 este maxim si X =0 este minim.
e”(x+1
(—2)’ xJ (020 )
(x+2)
c) Utilizeaza sirul lui Rolle:
pentru m< -3 2rad;
m=-’ 1lrad(x=-3);
mQ- e3,l Orad.;
2
1 <
m=— 1rad.(x=0);
2
1 <
m>—  2rad.
2
2a) | =1-——+—.
8§ 384
—sin X
b)Avem ca g'(x) = <0, [ (0,1] ,deci are loc cerita problemei.
X
- 2
sint t
¢) Deduce ca >2]1-—,t>0
6
_ o 17_ %
Integreaza relatia anterioard intre x si 1 obtine ca ( (X) 2 E -X+ ﬁ

17
Atunci ,limita ceruta L = E >0,9.
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Varianta 12 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutii

1. r=2;a,=2; $=420
2 +8x+7 _ 7 13

;o xd- —,0
X2 +5x+6 6 5

3. 2X=iarccos%+2kﬂ,k 07 ;x0

4.T,=Cl dla;a=4
2 2, , . 2 -
5.md=§J%r=§,M =35,(M) M(—17Ly—7:§(x+7yd:2x—3y+35:0

[SSRIFN

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Calcul direct
b) Se demonstreaza prin calcul direct, tindnd cont de faptul ca

0K {12}, x (x)=abq +b O +c X =a +b B +c X si
Xe [0 (x ) =aly +b O +c 3f =a X +b +c X;.
c) Din b) se obtine det(A)=g(1)Eg(xl)Eg(x2).

Obtinem a+b+c=0 sau a=b=c.

2. a) f@):fﬁ):d

b) Cum f nu e injectiva, iar domeniul sau este o multime finita si coincide cu codomeniul, rezultd cd f nu
este surjectiva.

Singurele radacini ale polinomului sunt X, =0 si X, =1.

Descompunerea in factori ireductibili a polinomului peste Zs este X4 +4X =X (X +21)(X 2 +X +T).
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Varianta 12 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Se considera functia g (X) =X —(X +1) I:I]n(x + 1)
Calculeaza g'(x) =1 —ln(x +1) -1= —ln(x +1) Se arata ca g este strict descrescatoare pe
(0;0),94(0)=0 g(x)<0,0x¢ 0.

In(1+x)
b) Scrie f(x)=e X

si calculeaza limita exponentului. Limita ceruta este egala cu 1.

c) f'(x)=f( )G&undegafostdeflmtamal sus.Cum f' ( )<0,DX> 0

f strict
x> [{x+1)

descrescatoare.

2.a) Integrand prin parti se obtine f (2) =1 —z.
e

1 x—1 x—1
- f(l1)=1-=<1 1 f =
b) Avem ( ) <1.Daca X >1,atunci I e dt <J' t*7dt = .

e

1 , 1
c) f(x+1) =J’( )[ﬂxdtzz—e“ [ﬂxlo+_|’e‘t5k[ﬂx‘1dt== —1+x[f(x),x >1.
0 0

e
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Varianta 13 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitdmantul Preuniversitar

Solutii

[EEN

. (11i\/§)2 =2 +2.3i

2. X,y sunt radacinile ecuatiei a” —4a+3=0,a0{1.3} ; (x, y) 0{(1.3). (3.1)}
3. 6Vx+2 =x+6; x> ~24x+108 =0; x I{6,18}

4 T =CEXI33K 5 T, =84

5.d'0d.,d":4% 3y- 12= 0;d'Nd ={A} A cd(Ad)=2

>

9
5

W | oo

6. cosB=%,cosC =%,c0s2C :%;COSB =cos2C B=2C

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitimantul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Determinantul sistemului este A =2 [ﬂl - m) .

Pentru mOR \{ l} sistemul este compatibil determinat.

1 -1 1
1 —
b) Pentru m=1, Ay = | 20 si A, =|1 1 3|=0, deci sistemul este compatibil.
1 13

c) Dacd m=1, sistemul are multimea solutiilor S; ={ (x, L2- X) ‘ X DR} si
X2 +12 +(2—x)2 =2x% —4x +5.
Functia g:R - R, g(X) =2x%> —4x +5 are minimul g(xv ) = g(l) =3.

2. a) Calcul direct.
b) Dacd X,YOG, det(X [Y)=det(X)Met(Y)=1, deci XYOG.

Se verifici ciddacd X 0G, atuncisi X '0G.

-1 1 0 1
C=AB= =-1, +D, unde D= .
0 -1 00

Deoarece D2 =0, , obtinem i) N°, C"=(-1)" O, +n [{-1)"" D #I,.
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Varianta 13 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

1.a) y =x+1 este asimptota oblicaspre o .

b) Motiveaza ca f este derivabila pe R —{ -2; 1}

B +3x-4)
__[r3-4)

Scrie formula f '(X) = > si deduce relatia ceruta.
3 q/(x3 +3x2 —4)
3x(x+2) _ X

Rfox-1) (x+2) Y(x-1) (x42)
fo(=2) = +oo, f§ (-2) = ~o.

) f'(x)= X Z1L, X #—2 Arataca

2.0) F(x) =IOX(—e‘t)' Mt =1-(x +1) @7

b) F, (x)=x"B%x>0;F, (x)=n&"" B -x" 87 =x"" B (n -x),x >0, de unde
X =n este punct de inflexiune.
-x> 2x 2 .
—— —— +2 de unde rezulta ca limita ceruta este egala cu 2.

-

&) Fy(x) :I;e‘ttzdt =
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Varianta 14 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii
l.1g lE%ELD% =lgi=—2
23 7100 T100
2. ax*+2(a+1)x+2a-1<0,D0 R a<0,A<0;a0-ow ,3_;/E
3. X:l
3

4.C2=45;n=10

5. Mpg =—%; y—3=—%(x —2);x+7y—23 =0

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1. a) Searataca rang(A)=1.

b) Se arata ca A?=d A, cu d=a+2b+3c.
1

) Se verificd cd pentru K =| 2| si L:(a b c), avem A=KIL.
3

2. a) Calcul direct.

b) Radacinile ecuatiei t*> —4t+16=0 sunt t , =223 0.

Multimea radacinilor lui f este {\/§+ i, \/g—i, —\/g +i, —\/g —i} .
) Singura descompunere in factori a polinomului, in ]R[X] ,este f = (X z - 2\/§ X +4)(X 2 +2\/§ X +4) .
Nici unul dintre polinoamele X2 -2+3X +4 si X*+2y3X +4 nu poate fi descompus in @[ X] .

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 14 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1. a f, (X) =n Ein"! x [dos x .Utilizand regula de derivare a unui produs ,se obtine relatia ceruta.

b)

fo' (x)=nEin" 2 xfn -1 -nsin®x); ;" (x,)=0,%, o,g nsin?x=n-1  sinx, ="

n
- [nm1
Bifsin x, 1) _ !

(2x+a)(x2 +1) —(x3 +ax* +5x)
2.a) Se motiveaza ca F este derivabila pe R F' (X) =
(12 +1)2 +1

1
¢) L=lim (sin Xn) = lim (1 +sin X, —1)smxn =e 2.

n—oo n—- oo

F'(X) =f (X),DXDR deci are loc concluzia
x> +2x +5‘ 13 8
1

a1 w

¢) Cu schimbarea t = —X ,a doua integrala devine IE)Z F (X)dX = I()Z F (—'[ )d'[

2 J5+1
R

.b) Aria= J' f

Relatia din ipoteza devine

I F(x -x)dx =2 = —dzax =2 - al3/x*+1

" +1

=]l=>a=

0
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Varianta 15 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutii

Llog (5-7)(5+47) =log; 182
2. f()=ax® +bx +c, f(0) =2, f(1)=0,A=0;f:y vy, f(x)=2x> —4x +2
3. tgx=-1; XD{E,E}

474

4. Numarul cerut este dat de numarul functiilor f :{1,2,3,4} - {1,3,5,7,9} :5%=625

5. Mep :% ; y—2:%(x+2) 74X =3y +14=0
6. sin?a +cosZa :];sina:—%

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Notam cu A matricea sistemului.
Prin calcul direct se obtine det(A) =a’ +b’ +c* —3abc =(a +b +c)(a’ +b* +c* -3abc).
b) det(A)#0, deci sistemul are solutie unica.

€) Adunind cele trei ecuatii ale sistemului, obtinem (a +b+ C)(X +y+ Z) =3 < 0=3, fals.

. .. - . 1.1 .1 1
2. a) Folosind relatiile lui Viete, se obtine —+— +— +— =0.
X Xp X3 X4
o . o ) 545 . o
b) Notand X~ =t obtinem ecuatia t°—5t+5=0, cu solutiile t, , = 5 >0, deci ecuatia initiala are

toate radacinile reale.
9(x) 9(x)
f(x) f(x)

in consecinta, grad(g) <4. Din ipotezd deducem ca OKJ {1, 2,3, 4} s ‘g(xk)‘ S‘ f (Xk )‘ =0, deci

c) Daca grad(g) >4, atunci lim

X — 00

=+oo, dar din ipotezd rezulta  lim
X — 00

<1, contradictie.

‘g(xk)‘ =0, de unde rezulta g(xk)ZO, adici g=al¥, cu aOR. Inlocuind in relatia din enunt,

obtinem ca \a\ <1. Asadar, solutiile sunt polinoamele g =alf, cu a D{- 1, 1] .
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Varianta 15 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) fn' (X) =n [@Xn_l —1),X >0 fn' (1) =0; fn' (X) <0,XD[0,1); fn' (X)> 0, 1 ,de unde rezulta
concluzia.
b) f, este continua, strict descrescatoare pe [0, 1] si f, (0) F, (1) <0= orad.in (0,1)

f,, este continua,strict cresc. pe [1, 00) , i (1) <0, lim f, (x) =00 = o rad.in (1, 00) .
X - 00

) f [ j<o f, (0) >0, deci anD[O,%j:ﬁmanzo.
n

n—oo

2.a) |, :arctgx‘}) Jdeci 1, =ZZT.

1X2n 2 [éx +1) .
b) I,, +1 = —dx I, +1 = ,n=2.
) lon +1on I 241 on Tloan-2 = n—1
.. . 11 1 1 n-1 1
¢) Dem. prin inductie (sau foloseste b)): I, Eﬂ—l) :I —5 +§ -.. +( —1) IEIZ—1 -1y . Arata
n_

ca lim |, =0si apoi ca limita ceruta este IO .

n- oo
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Varianta 16 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii
1.1
2. X2 +ax+220,0x0R;A<0;a0- 242,242
.1l
3. arcsin—=—; —
2 66

4. 8)(n-8)!=10!(n-10)!;n* -17n -18 =0;n =18
5.AB:5,BC:4,CA:JH;B:2'

4 . 24
6. sin> @ +cos’ @ =1;cos0'=-f;sm2a:_275

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:

a b
1. a) Daca A BOG, A= ( ],B [ ],w a,a'0(0p ) si b,b'Oy, atunci
@

(a@’ ald +b
AB =

0 | ] si al@'0(0p ), al' +bOy.

b) De exemplu, pentru C = [ [ ], searataca CD#DC.

a ab
) Searaticil,-A+A’ {0 J,cu a=1-a+a’ >0.

2009

yj 0G, deoarece X=17>O si yOy.
1+a

1
2. a) Utilizand eventual relatiile lui Viéte, se obtinecda a=0, b=-3 si c=2.
b) Daca f are ridicina ~/2, atunci 2a+c +(b+2) &2 =0, deunde rezulta b=-2 si c=-2a.

X
Obtinem 1, — A+A? - +A%0%8 :[O

Apoi, f=X¥+ax?-2X -2a =(X +a)(X2 —2) cu radécina rationala x; = -a.
) Presupunem ca f are radacina KOz . Rezulta caexista qO | [X] astfel incat f = (X k) [q .
Mai mult, coeficientii lui q sunt numere intregi. Folosind ipoteza, obtinem cd numerele ( ) ( )

(1 - k) I]](l) sunt impare, ceea ce este fals, deoarece (—k)(l - k) este un numar par.
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Varianta 16 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Motiveaza ca f este derivabila pey —{0} f '(0) = lim x [din (L) =0 ,deci are loc cerinta.
0

X— X2

b) f'(x)=2x[Gin (Lz] _2 [dos (%) xOy- {G Limita ceruta este egala cu 0.
x>) X X
¢)Cum lim f (X) =]va exista un numar @ >0 astfel incat f (X) 0 (0, 2)D X @ .Functiaf

X —» 00
fiind continua pe [O, a ] ,va f1 marginita pe acest interval,deci f este marginita pe [O, 00) .Deoarece f

este o functie para ,va rezulta concluzia.
1

3
1 2 ~(1-x) 1
2.a) I-x) dx=——-"21 =—,
Jo1=%) T 73
0
1
1 n 1 . 4l tn+1 tn+2
b)Cu substitutia 1 =X =t ,se obtine j X(l - X) dx ZI ('[ -t )dt = — - de
0 0 n+l n+2
unde rezulta cerinta.
A\ 1
| X n (1_nj -n 1 n+1 n
c) j I-— | dx=-—. = 1— + ,de unde rezulta ca limita
0 n n+1 n+1 n n+1
0

ceruta este egalacu 1 ——.
e
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Varianta 17 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

L@+wﬂ3:%m

2. xz—x+2—y =0;A=20; Imf ={%,+ooj

3. x=-12
4 2
4. p=—=—"
P 90 45

5. my zg;d':y—1=—§(x -1);4x+5y-1=0

6.AC=6J§;BC=3(J§+V%);P=3(2+3J§+J€)

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Prin calcul direct, rezultd A% -B? =0,.

5 6
b) Searatdica I,+A+A +A% +A* =1, +2rf{A+ A2) = .

Auwnci, det(1, +A+A2 +A° +AY) =5.

n
0 -1
2. a) Restul cautat este polinomul r=2X +3.
b) Avem f =(X —x )X =%, )X —x3) X =x,), deci (1-x )l =x,) 0l —x3) 0L —x,) =f (1) =5.
©) 9(%) (%) (%) (%)= (1= ) (1 =% ) (1 =% )(1 %) (4 =) (4 %) (4 %s)( + ).
deci g(x )0 (%) (%) (xs) = O F(-D) =5.

c) Pentru nOz oarecare, fie X, = . Searaticd X2 =1,.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 17 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Se dem. prin inductie.
5

X'p =X R . -
b) Xp4 =X, =—2—"". Demonstreaza ca X,,; — X, <0. Sirul fiind descrescator si marginit este
convergent.
4
X X"a+3_3
) Avem ca lim x, =0 lim L= [jm =0~ ==
nooo n-o X, noo 4 4

Din Xn+2 _ Xn+ d(” *1 i relatia anterioara, se deduce ca limita ceruta
Xn Xn+1 Xn
3 2

este —
4

2.a) Aria ceruta este A = I fl dX arctgx\o

S e (OB R B
0

(1]

¢) Sirul ce ne intereseaza se scrie d, =N —_— = Z

&in® +k? nk—11_,_k2

n2
) 11 T
Arataca lim an ZI 42dX =—.
n- oo 01+x 4

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 18 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii
1 x El{lt iﬁ}

2. A=1min f =—i
4

m
—X=

SIS

1 .
3. arccos— = Z rarcsin X =

NG

4. Ci E(Dé cazuri favorabile cu un numér prim ; Cf cazuri favorabile cu doud numere prime ; 0120 cazuri

posibile ; p =§

5.6 L1
3’3
6. AB(7,-7); AC(4,-2);BC(-3,5); -14

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Prin calcul direct, obtinem A3 =0;.
111

b) 1;+A+A =1 1 1], deci rang(1;+A+A")=1.
111

1 0 0
c) Se arata cd (I3 + A)_1 =| -1 1 0/, sau prin calcul direct, sau observand ca
0 -1 1

L=l +A =1, +A)(1, -A +A2).
2. a) Se aratd cd multimea radécinilor lui f este { 0,-4-2i,-4 +2i} .
D) S;=x +% +X3 =4a si S, =X X, +Xy%X3 +X X3 =20.
Suma din enunt este S =25} -6S, :8(4a2 —15).
€) Deoarece X3 =X, =-a, din prima relatie a lui Viete obtinem X, =—2a si inlocuind in a doua relatie a
lui Vitte rezultda aOf 2,2}.
Pentru a=-2, obtinem b= 2a’ =-16, iar pentru a=2,obtinem b= 2a’ =16.
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Varianta 18 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Functia f este continua pe [0, 00) ,deci nu va avea asimptote verticale Cum

lim f (X) =2, dreapta Y = 2 este asimptota orizontala spre 00,
X —» 00
3

(x+2)
X = XgypavemcaXyy > X4 < f (Xk) > f (Xk+1) = Xy > Xy 41 => adevarat

deci sirul e descresc.
Arataca X,, 20,N =1 ,deci sirul e convergent si folosind recurenta rezulta concluzia.

b) Deoarece f '(X) = >0 = f strict crescatoare; X; = " < 2si presupunand

2

) Yne1 — Yn = Xp41 —1. Sirul (Xn ) e descrescaror si are limita egala cu 1,deci X, =1

Obtine ca sirul ( Yn ) este crescator

o 12| (1) =1 =L =1 ot =

Xoo +2 2
-1 _1
Rezulta ca ‘Xn —1‘ < X0 — =
2 2
n n 1
Atunci Y, < X+ Z‘Xk —1‘ <2+ z_k <3,deci sirul e si marginit superior.
k=1 k=12
T 7 T
2.2) Avemca | :IZ (1+cosx)dx =(x +sin x)‘2 =2 4.
0 0 2

X
b) F (X) = on (1 + COS'[)dt =x2 +Xsin X ,de unde rezulta ca F este o functie para.

¢)Daca 0 < X; <Xy = J(;(l f (t )dt < J‘;Z f (t)dt caci f e pozitiva,deci F

e cresc. pe [O, 00).Cum F este o functie para ,rezulta ca f este descrescatoare pe (—00, O] .
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Varianta 19 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si:l'ineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutii
1L(f3)?=3% 5 =5% {8)? =8°; B <5 <3
2.9)=0; f(x)=ax+h, f(1)=0;g(0)=3= f(2)=3;f:R - R, f(x) =3x -3
3. 3% =y,3y* =30y +27 =0; yO{1,9} ; x0{0,2}

4. C2 cazuri favorabile ; p :é
5. AQ2,=1);mpx ==3;m, 1y =2=-3(x -1);3x+y -5 =0

2tgx _ ctgx —tgx _ 1 -tg>x
1-tg?x 2 2tgx

6. cthx=L;tg2x =
tg2x

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie
1. a) Scadem prima linie din celelalte si obtinem det(A)=-8.

b) Scadem pe rind prima ecuatie din celelalte si obtinem y =z =t =% siapoi X= —% .

-1 1 1 1
. -1 1 1 -1 0 0
C) Seobtine A™ =—
2 0 -1 0
I 0 0 -1
2.a) Se obtine i+i +L +L =S—3 =2

X X X3 Xq4 Sy
b) Calcul direct.
c) Observamca X =0 nu este radacina pentru f.

. . < . 1
Ecuatia f(X)=0 este echivalenta cu ecuatia t2+2t+a+2=0, unde t=x-— .
X
Daca t parcurge Y , ecuatia f(X)=0 are toate radacinile reale.

Ecuatia t? +2t +a +2 =0 are radicinile reale daci si numai daca a<-1.
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Varianta 19 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

1.a) f este continua pe D ,deci in aceste puncte nu avem asimptote verticale
fq (—2) = —oo, fj (2) =00 = X = —2,X =2 sunt asimptote verticale.

b) f'(x)=

3 ,deci X =0 punct de inflexiune.
4-x?

X — 00

1 Ilh(x2 +4)j‘}) si finalizare.
2
4 X
b) Avemca | ZJ

o= oLt ! '
| (x2+4)2 X_7[L (X2+4j o

1o "1 x|* 1 1
=—[4d—— +—I[arctg— :—(arctgz —arctg —j.
2 x2+4f 4 2, 4 2

¢) Cu substitutia f ' (x)=t= f(t)=x,dx = f'(t)dt

I =J‘ﬂ2 f! (x)dx = —I;t 0F'(t)dt =t OF (t)‘z) +j.; f (t)dt foloseste a) si se gaseste | .
5
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Varianta 20 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

1.2<+/5.log;4<2
2. xO{ i}

3. sin’ X + cos? X +2sin Xcos X =1;sian0sx=0,XD[0,2ﬂ) :XD{O,%T,IT,%T}; XD{IT,%T}

4.21

AM AN CN 1 1
5 —&==F— | ==-;m=—
MB NC 'CA 5 5

6. OA=+/5 : OB=4/13 : OB=4/13

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:
. . . . . .y 4 3
1. a) Determinantul sistemului este A =-120. Se obfine solutia unicd x = 3 y= 3 z=0.
b a0
b) Determinantul sistemului este A=|{c 0 a|=-2abc#0, deci sistemul are solutie unica.
0 cb
A 2,02_32
c) Folosind formulele lui Cramer, obtinem x, = XX :bcha =cosA.
C

A fiind unghi al triunghiului ABC, avem AD(O7T ), deci X, =cos AOf 1,1).

Analog obtinem Yy, =cosB Df 1, 1) si zg=cosC Dé 1, 1).

2. a) Deoarece a si b iau independent cate trei valori, existd 33 =9 matrice in multimea G.

b) Calcul direct.

c) det(A)= (a —b)(a +b) . (Z3, +, [)] fiind corp, din (a—b)(a +b) =0 rezulti a=b sau a=-b.

in total, existd 6 matrice in G care au determinantul nul.
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Varianta 20 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) f este derivabila pe[0,00), f '(X) =2e* +6x -2
f '(X) >0,x 20 ,cu egalitate daca X =0 ,de unde se obtine concluzia.

b) f (X) >0, Oxdy = f nu este surjectiva.

5

c)g
_r 1 _ 1
2.a) | _Iomdt = arctgt‘0 =7
1 o (1LY, ex 1 (1
b) Cu substltutlaz—y:%] _Ilf(t)dt_"‘xf[yl [EFJ y—L t_zEf(zjdt
3

S ] =["6 o (1)t

e

©) A=[i'f (t)dt=i f(e)dt+ [ (t)dt = [ OF (tat+ [ f (t)at = [ (£ +1) OF (1) ke

1 e T
A= 1X—2dt =arctgx —arctgl,deci limita ceruta este — .
1+t
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Varianta 21 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

1.x, =43
) 13
2A>O,A:5a-%a+B;aD€wJ)[gfwj

3.x=1-3=1 ; x0{5,17}

4.0

5.d:y-2=1(x-1);d":x-y+1=0
7

6. —
9

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie
1.a) Calcul direct.
b) Tripletul (O, 1, 0) e solutie a sistemului, Oa,b, & y , deci acesta este compatibil.

Daci a+b+c#0 si a’+b®+c? #ab +bc +ca, atunci solutia precedenta este unica.
) Din ipotezd rezultd cd a=b=c.Dacd a=b=c =0 orice triplet (X, Y, z) Oyx yx y este solutie.
Daca a=b=c#0, atunci sistemul este echivalent cu ecuatia X+y+z =1.

z=1-x-y
X+y+z =1
2 2 2
= 1 1 2 -
x> +y?=z-1 X+— + y+— -2
2 2 2
A doua ecuatie din sistem are o infinitate de solutii, care sunt coordonatele punctelor de pe cercul de centru
\/_ Xy = —% + g [¢ost
1 1 2
-—, - iraza r=——. Solutiile sistemului sunt ,cu tO]0, 2 ).
Q 2 2 3 2 ’ ¢ = —l + ﬁ Hint [ )
it =1=X Y

2.a) Deoarece a, b, ¢ pot lua arbitrar cite 4 valori, existd 4[4 [4 =64 matrice In multimea G.

b) De exemplu, matricea A= 6 5 are proprietatile cerute.

a’=1

A oA R al}1,3 o
o Fie x=22pg. x2=1 0 _ pare=o { , deci a+cD{L3}
0 ¢ 00 R c0{0,3}
¢?=0 ’

Rezulti b=0. Obtinem Ratru matrice, ) ) )
BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 21 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Limita ceruta este egala cu 1.
b) f' e functie polinomiala de grad 3 deci ecuatia va avea cel mult 3 radacini reale

Aplicand T. lui Rolle functiei f pe[1,3] [ 3,5] [ 5,7] = f' se anuleaza in cel putin3 puncte.
©) f(x)=(x* -8x+7)(x* -8x +15) =(a —4)(a +4)
f (x)=a® =162 ~16, cu egalitate daca a=x* =8x +11 =0,x {4~ /5,4+ /5} Minimul cerut

este —16.

2.a) Pentru XDR*, f (X): SIn X

. Din ipoteza avem ca X2 Cf (X) =xWinx, xR

I
T 7 V14 T
I =Io Xsin xdx = _Io (cos x) Xdx | =—Xcos X‘o +Jo cos Xdx =77.

b) Functia g (X) =f (X), x U= {O} ,0 (O): LI= [0,1] , este continua pe | deci integrabila

Cum f difera de g doar in x=0, rezulta ca si f este integrabila pe | .
¢) Arata ca Sin X < X, X >0 .Atunci avem:

IZ f dx <I251nxdx cosl.
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Varianta 22 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutii

1.1

N

900 =y F(y) =0,y% =3y +2 =0; y0{1,2} ; xOJ 1,%

9+4/161
4

3. 1gX(8x +9) =1g10(x? =1) ; 2x> =9x -10 =0; X =

&

n(n-1)<20;n0{2,3,4}
b
10°

(63

d(d,.dy) =

—_
S|

A %,0 Ody:d(dy.dy ) d(Ad,):d(Ad,)
T
y ,

6. sin75° = :sin15° =
4 2

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Calcul direct.
c-b y= a-c _.a-c
det(A)’ det(A)’ det(A)
€) Avem ca rangul matricei sistemului este 2 si rangul matricei extinse este 3, de unde rezultéd concluzia.
2.a) Se demonstreazd ca f (1) =1 s f (2) =2 siapoica f (5) =5.

b) Sistemul este compatibil determinat. Se obtine solutia x =

b) Folosind ipoteza, se deduce ca f (an+1) = ( f (an ))2 +1, Ol N siapoi, folosind aceasta relatie, se

demonstreaza prin inductie concluzia.
) Se considerda gI:IR[X], g=f —-X. Din b) avemcid g(an):O, Ol N, deci g este polinomul
nul, agadar f =X .
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Varianta 22 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii
3(1—x2)(1+x2)
1a) f'(x)= ,x Oy .
A 2
[t +3)
b) x =1punct de maxim, X = —1 punct de minim lim f(X)=0= lim f(X)
X — —00 X — 0
-11

Imaginea lui feste Imf = —,— .
4 4

¢) Daca x =y avem egalitate
Daca x <Yy, se aplica T.Lagrange lui f pe [X, y] ,se arataca f '(C) <1si rezulta cerinta

Daca x>y atunci se procedeaza ca si anterior .

3
3 2
3 3 x> X 41
2.2) Avem:J’ f (x)dx =I (x2 +X —2)dx = 2+ x| =—.
2 2 3 2 ) 6
b)Se descompune in fractii simple functia de integrat si se obtine ca
1 5 8
x +4 0 o9 2 9
X= 9 4+ 3 +9 dX .Finalizare.

Il S -3x+2 I—l x=1 (x—1)2 X+2

©) g'(x)=0 < 2x.f (xz).ex2 =0 - 2xeX (x2+2)(x2 —1)2 =0 - xO{0,- 1 .

Arata ca doar X = (Qeste punct de extrem.
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Varianta 23 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

2. x2—2x—4=0;xD{1L- ﬁ}

T 1 1 1
3.tg ——arctg— =ctg arctg— ;ctg arctg— =2
g > 92 g 92 g 92

4. p=0,9
5.6 L2
33

6. -5
15

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Calcul direct.
a 5b
b) Fie Y:{ JDC(A), cu Y2=0,.
b a
2 2 _
Obtinem sistemul {ab+f)b _0, cu unica solutie a=b =0, deci Y =0,.
ab =
¢) Fie z:(gl S:JDC(A), Z#0,, cu a,b0].

Presupunem ca det(Z) =0, deci a>-5b>=0. Dacd b=0, atunci a=0, deci Z= 0,, fals.
Dacd b#0, rezultd cd /50 |, fals.

2. a) f(f))+ f (i)+f(§) =3a + =1.

b) f =X?+2X? +2 are singura rddacind x=2.

c) Deoarece grad(f)=3, f este ireductibil peste z; <« f nuarerdddciniin z5.
Asadar az0 si 1+a#0, deci a=1.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 23 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

l.a) f'>0 f strict crescatoare,deci f injective

lim f (X) = —oo, lim f (X) = oo, f continua implica f surjectiva; f bijectiva , deci are loc
X - 00

X - —00
cerinta problemei.

b) Din f continua si bijectiva rezulta ca f ' este continua
1

= L -1 L = = -1 =f1 =
f(X”)_3+n+1 f 3+n+1 =x, ,deci lim X, nhflf 3+n+1 =f7(3)
_1) = IS SRR R a
C)r}lfr:on(x 1)= limnOf™ 34— —f (3) lim T -
n+1
. (1Y (- 1 _1
Limita ceruta este L—(f )(3)_f'—(1)_z
2.) f( I —dt—ln(t +1)[ =In(a +1).
. T
b) Cum sint <1,00& 0,cu egalitatepentrut=5+2kﬂ,k [N ,avem :
x 1 X
< = + = +
f(x) el In(t +1)|] =In(x +1).
C)Avem'
nsmt 2 rsint ﬂsmt zsm lz;mt msin ( y) 7rsint
L e Mo e 1+7T+y Y=o ™ IOl+n+y Do 1+t)(1+n+t)
ﬂsmt
Jdeunde f (277 <f caci f
(o)< =TT ()< £ (A 1 () >0
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Varianta 24 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

1.-1
2. f()=ax® +bx+c;a-b+c=4,a+b+c=24a+2b +c =7 f (x) =2x> = x +1

3. 10g2x+%log2x+%logzx =1—61;10gzx=1;x=2

4. (1+x)” +(1-x)° =2 +2C2x% +2C3x*; concluzia - x* +2x% 23,0 1;
Xzl 21 x*zl xP+2x® 23
5. Mac =—£,mh =%;h:y+1:i(x
6.(2?+5?)i39—4j):-44;(59—3?)m29+4?):—2;12

-2);h:5x =12y =22 =0

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Calcul direct.
t

b)da(A—Aﬁ:da(A—Aj :da(A‘—A):-da(A—Aﬁ,(ma da(A—A‘):o
c) A-Al # 03, siin consecintd, rang(A—At)Zl.

a b c 0 b-d c-g
Daci A= d e f ,atunci A-Al= d-b 0 f-h .

g h i g-c h-f 0

Daca am avea rang(A -A! ) =1, atunci toti minorii de ordinul doi ai matricei ar fi nuli.

a b c
Obtinem b-d=h-f =c -g =0, deci A= b e f , adica A=Al fals.
c f i

Asadar rang(A—At)ZZ si cum det(A—At)ZO, rezultd rang(A—At)Z

2. a) Notand x* =t obtinem ecuatia t2 -5t +4 =0, cu solutiile t; =1 si t, =4.
Réadacinile lui f sunt X =-2, X, =-1, X =1, %, =2.

b) Dad | astfelca h=a x+%r x—%,(x+qxx -1). Obtinem h=4X*-5X* +1.

c) Din g(—2) ( ) () ( ) =2 deducem ca exista polinomul cu coeficienti intregi ¢, astfel

Tncat g( ) ( ) ( ) +2 . Presupunem contrariul, deci ca existd n[Jz , astfel incat ¢ (n) =0.

Obtinem (n-2)(n-1)(n+1)(n+2) @(n) = 2.
Egalitatea anterioard avand loc In multimea z , divizorii intregi ai lui -2 fiind -2,-1,1,2, obtinem
ca doud dintre numerele N—2,n—=1,n+1,n +2 coincid, fals.
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Varianta 24 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Avemca f '(X) =1 —cos X = 0si f nu se anuleaza pe o multime care este interval,de unde se
obtine concluzia.
b)Functia f este continua pe IR ,deci nu are asimptote

orizontale.Cum lim f (X) =oo, lim f (X) = —oo functia f nu are asimptote orizontale.
X - 00 X - —

_f(x)_, . N . .
Deoarece lim —* =1, lim ( f (X) - X) = lim ( —sin X) si aceasta nu exista,functia nu are
X—>0 X X — 00 X _ 00

asimptota oblica la®o .Analog spre —0.
c) Functia este derivabila pe R \{0} .

IR ,deducem ca g este derivabila si in x=0.

, ) X —sin X 1
cumg(O):){T}f x3 ZQ/E

2.a) f continua implica faptul ca f are primitive.

1
T _ _
b) Avem ca | :Io(e X_g 2X)dx=(—e X +%e ij

si finalizare.

0
¢) £(£)20,0t0[0:x, % 0= ["f (t)dt=0

X _ 42X

Din ipotezarezultaca € * 2 —x+1=>1-e* <x=>e ¥ - <xe™ deci

=X _ 52X
%se‘x,xm:jox f (t)dtsj()xe‘tdt =1-e™ <l.
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Varianta 25 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutii

1.-3+4i
(a+1)x +(a-1)x+2=0:0>0:a0f @.5-4y2)0(5F 42+ )

N

3. 2% =y;y? -6y +8 =0; y{2,4} ; xO{1,2}
4. p=0,4
5. M, N, P sunt mijloacele laturilor triunghiului, HM 0O BA i analoagele; HM mediatoarea[BA] si

analoagele; H este centrul cercului circumscris a ABC

6 V2
2

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) &(a)=(-1)") =(1)? =1.
b) Avem o’ =e, unde e este permutarea identici. Evident, 0 comutd cu permutirile e, o, 0>.
Se aratd, prin calcul direct, cd 0 nu comutd cu celelalte 3 permutdri din Ss.
c) Dacd x[OS; este o permutare impard (deci o transpozitie), evident, xX’=ez0
Obtinem unica solutie x=0% = ; i ? .

2. a) Calcul direct.
b) Se aratd ca tnmultirea matricelor este lege de compozitie pe G. Se verifica axiomele grupului abelian.

Elementul neutru este matricea X (0), iar simetrica lui X (a) OG este matricea X -1 +—1 0G.
a+

) Se demonstreaza prin inductie cd
O N, Oay.a,...af RY 1}, X(a)X(ay)0.0X (a,) = X ((a, +1) fa, +1) 0. (a, +1) -1).
Pentru n=2007 si a =k, 0K {1,2,..,2007}, obtinem t=2008!
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Varianta 25 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

In X I-InX
1.a)Avemcaf'( )—7 f' ( )= 5
b)Dreapta x=0 este asimptota verticala.Nu exista alte asymptote.
¢) Se aplica T. Lui Lagrange functiei f pe[k; k + 1] si rezulta inegalitatile
In (k + 1)
k+1

>0, x D(O, e] ,de unde se obtine concluzia.

<f (k +1) - f (k) <% Adunand ineg.anterioare pentru k de la 3 lan

<f(n+1)-f(3) <a

In(n+1
Obtinem a, +M—E

n+1 3
Atwnci a, > f (n+1) = f (n) = f (3) >—f (3) ,deci sirul e marginit inferior
In(n+1)

—(f (n+1) - f (n)) =f'(n +1) —f'(c,) <0.deci sirul e convergent.

A —a, =
n+1 n n+1
T

” 7

2.a) Aria ceruta este A= j()E sin XdX = —cos X‘

Vi
zzi
0

bV = rr[]l dx-n[j2cos xdx = Z(x+%sm2x)

4
n
. _ : R
¢) Limita ceruta se poate scrie astfel: L = lim 2s1n Z COS—
n

- 2 k=1
. sina
Foloseste ca lim n =1, a, - 0;
n—oo an
= lim — [—LZCO ———[j cos Xdx =— IEJml
n-w2 N7
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1. Din l L 0K N seobtlneN—f—l+l—l+l 1 L1 = - ! , deci
(k 1) k k+l’ 122 3 3 4 2007 2008 2008
NO[0;1)  [N]=0.
4x-1, D0 R.Fie S S=Y (4k-1) =4 0k 101—4 081 19 =210
( (x )) X = ie S suma cerutd. z q Z =4 B =210.

3. Ecuatia data se scrie 3% +3¥ -2 =0. Notand 3* = y obtinem ecuatia y2 +y—=2=0 cusolutiile -2 si 1.
Cum 3% >0, convine doar 3* =1, deci x=0.

4. f bijectiva  f surjectiva  Im(f)=A.Atunci f(-2)+f(-1)+f(0)+f(1)+f(2) =0.

5. Mijlocul segmentului [AB] este M (O; 1) . Punctul P(X, y) apartine mediatoarei segmentului [AB] daca si
numai dacd AB[MP =0. Avem AB 227—4] iar W:XT+(y —1)].

Ecuatia mediatoarei lui [AB] vafi: 2x=4(y=1)=0 = x -2y +2=0.

6. Avem al E;ﬂ cosa<0 cosa =-— 1—l =—&.
2 9 3
war= sing __\2
cosa 4

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1.a) Calcul direct.
b) Se demonstreazd prin inductie dupd nON".
c) A’=-l,, deci A?®=1,.
. .. R . 1 1 1 1
2. a) Folosind relatiile lui Vigte, se obfine —+—+—+— =a.

X X X3 Xy
b) Din teorema tmpartirii cu rest, [& ,BOR si q[IR[X], f=(X-1)* 0 +aX +B.

fh=a+p ) a=a+8 N
n , , se obtine . Restul impartirii este: r = (a +8)X =7.
f')=a B=-7
C) z xk = (—j -2 Elk = <O deci ecuatia nu are toate raddcinile reale

Functla polinomiald asociatd (notaté tot cu f) fiind continud, f(0)=-1 si lim f(X) =+, f are cel putin
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Varianta 26 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

X — 00 X — 00 X — 00

1) a) lim f(x) = lim arctgx — lim arcctgX =g y =£ este asimptotd orizontald spre +oo.

2 ) o
5> 0, OxOR f este strict crescatoare.
1+Xx

b) f'(x)=

Tt . . « . «
c) x,=f (0) =5 " X, >X, Si f este strict crescdtoare (Xn)n>1 este strict descrescator. (Xn )n>1 este

o ... . 31 . Co . .
marginit inferior de —?, deci conform Teoremei lui Weierstrass este convergent.

2) a) g este continud, deci are primitive, iar derivata unei primitive este pozitivd, deci orice primitiva este
strict crescatoare.

1 1 i

2 = 2 i 22 Tt \/— B
b) Iozf(X)dX—f( ) (2) IO \/ﬁ__-'- 1-Xx (2) —1— 7 1.

1 . -E . . -e l-¢ T )
C) Io f (X)dX=é1\ngJ'0 f(X)dX —él{r(l) Xarcsin X ++/1 =x? 0 "2 -1 <—
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1 1+i+i2+P+. .+ =14 414444 5.

2. f este functie de gradul 2 cu A =1. Valoarea maxima a functiei f este —

Y
4

0 | —

3. Notand Igx =y obtinem ecuatia y2 +5y -6 =0 cu solutiile -6 si 1.

lgx=-6 = x= iar Ilgx=1 < x=10.

100
4. O functie f :{0,1,2,3} - {0,1,2,3} cu proprietatea f (0) =f (1) =2 este unic determinata de un tabel de tipul

X | o 2 | 3 | undeab{0,1,2,3}.

1
f (X) ‘ 2 ‘ 2 ‘ a ‘ b Vor fj 4;1516 functii cu proprietatea ceruta.

UG G B G G
Cum OA—|+2] si OB =3i+ |, rezultd ci HOA =5, =10 si OA[DB =5.

cos@zﬂ = 92—.
2 4

6. Avem sin2a =2sina cosq ..
Ministerul Educatiei, Celqcetaru Si T|ne<retuIU|

(sina @emﬁuqutamﬁal pEritves QUMAseYSl E‘vaFeParfeliﬁq ﬁvéf;émantul Preuniversitar

Solutie: 1. a) rang(A+1,)=2.
b) Se demonstreaza prin calcul direct.
) Presupunem ci ecuatia are solutia Y M , ({ ) Atunci, ALY =Y [A sidin b) deducem ci existd

X 0
X, yO{ . astfel incat Y :( ] Cum det(Y)=0, obtinem x=0 siapoi y?2 =0,, fals.
y X

2.a) Calcul direct.
b) Calcul direct.
€) Se demonstreaza prin inductie ca
om } o, [le,xz,‘. 0y, xOo0.0x (¢ 1)(x¢ 0.0 3 1.
2009

Obtinem lD—Dh o — Dﬂﬁﬂ —= = 2008.
2008 23 2008
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Varianta 27 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

f(x i
1) a) lim 2( ) i 2RCSINX
X-0xX“ =X x-0 X

o . x-1 _ ) x-1
b) XD(‘ 1, 1) - f (X) =arcsin X +ﬁ =arcsin X +m.

lim f'(X) =T f'(l) =I[. f nu este derivabild in —1.
x1 2 2

2 [y E](_X)
c) f'(x)= ! —\ﬁ__;_ 4 1)'JT:;E»_ 1 1-X

R = + >0 f este convexa.
1-x? 1=X

! _ _ X5 _1
2) a) Fx)=1f(x) x—1 e F(x)>0, OXOR  F este strict crescatoare pe R.
F(1)=f(1)=5
b) F(x) X XXX dect tim F(x)=-c si lim F(x)=+c. F fiind continu, rezultd ca
5 4 3 2 X —oo X 400 .

F este surjectiva, deci conform lui (a) este bijectiva.

a_, 4 I SR SN AR SN S A S TS B |
O Jy F(Jax= [T (dt= e = e S
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1. Fie z numérul din enunt. Cum 7=z, rezulticd zOR, deci Imz=0.
2. Functia f este strict descrescatoare pe intervalul [1, + 00) .

V2<B<2 £(V2)>1(V3)>1(2)

3. Se impune conditia X 2 % . Prin ridicare la pdtrat, ecuatia devine 2X—-1=9 < X=35.

4. O functie f :{0,1,2,3} - {0,1,2, 3} cu proprietatea f (O) =0 este unic determinata de un tabel de tipul
X | o 1 2 | 3 | undeab,c0{0,1,23}.

f (X) ‘ 0 ‘ a ‘ b ‘ ¢ Vor fi 4° =64 functii cu proprietatea ceruta.

BM 1 BM _I

"MC 2 BC 3
AM =AB +BM =AB +SM &G
BC

AM = AB ++( AC -AB) =2 AB +~AC
3 3 3

6. al ]ET;IT cosa<(
Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
COS6,_Ceﬁ trdl Natibnal pentru Curriculum si Evaluare in Tnvatimantul Preuniversitar
\l

25 5
_sinag _ 3 Solutie
cosa 4

1.a) Searaticd det(A-xl,)=0 « x0O{1,4}.
b) Calcul direct.
c) Fie YOM 3(R), o solutie a ecuatiei. Atunci, ALY =Y [A.
, s o X 0 , x* =1 L
Din b) rezultd cd existd X, yOC, astfel incat Y = 0y Obtinem 5 , deci existd 4 solutii in
y? =4
M 5(R).
2. a) Searatdcd f_j,of_,="1 .

b) Se aratd cd operatia de compunere este lege de compozitie pe G. Se verificd axiomele grupului. Se
demonstreazd cd elementul neutru este functia identicd, f,, iar pentru functia f, ,0G, simetrica sa

este fy y OG, unde a'=l si b'=—9.
’ a a

¢) fL 0 =x+1, (f 0 f,)(0=x+2 siinductivse obtine (f, o fy o.of;)0)=x+n, O N,
denori f;
asadar (f, ;o fiy 0.0 fy ;) (X)=x+2008.

de 2008 ori f; {
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Varianta 28 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

1) a 1X1£1|1 f(x)=0.

x<1

b) Studiem continuitate intr-un nOZ. hmf(x): 0; lim f(xF O si f( ) 0. Deci f este continua pe

X-N

= x>n

intervalul [0, 3].
¢) Explicitand functia observam ca 1 si 2 sunt puncte unghiulare si f este derivabila pe [0, 3] \{1, 2} .

5 2 sin X I
cosX = —J. X 2 dx=-In (2 —sin X) =ln?2.
2 —sin X 0

2) a)

02- smx
b) F (X) =f (X) si f (X) >0 deoarece 2 —sinx =1, OxR. Deci F este strict crescatoare.

1
2 —sint

X — +o0o

—:»j f(t o|t>50

X .
—§:> lim = +oo,
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Varianta 29 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

2 2
1. Fie a numarul din enunt. Avem a:\/(\/g—Z) +\/(\/§ —1) =~/3 42 +/3 4 =, deci aON.

‘ o 1 > +oo

2

2. Tabelul de semn al functiei f este:
f(x)‘ ++++0 - — = 0+ + ++

1
f <0 = xO —;2 .
(x)<o0 X >

3. Se impun conditiile Xx<2si x=0. Prin ridicare la pétrat ecuatia devine x> +x-2=0 cu solutiile 1 §i —2.
Cum X D[O; 2] ,rezultd c@ X =1 este unica solutie a ecuatiei date.

4. Multimea A are 26 -1 submultimi nevide dintre care 23 ~1 au toate elementele impare.

2%-1_7 1

2.1 63 9

5. P ue = AB+BC +AC =42 +/13 +/5.

Probabilitatea cerutd este

1 . .
6. Avem X+—22, (% 0, cu egalitate numai pentru X =1.
X

T . . | T e T
Cum ol 0; — tga>qw1ﬁl§muggdqc%nel,20er&@téﬁl si Tifier uluisin2a =sin—=1.
Centrul National pentru Curricufum si Evaluare in Tnvitdmantul Preunivérsitar

Solutie

1.a) Searaticd det(A)=0 = m0O{1,2}.
b) Dacd m D{ 1, 2} , sistemul este de tip Cramer, deci este compatibil
Se aratd ca daca m I:I{ 1, 2} , atunci sistemul este compatibil 1-nedeterminat.
x=1
c) Pentru m#1, sistemul are solutia y=0 .
z=-1
X=a
Daca m=1, rang (A) =rang (K) =2, si sistemul are solutii de forma y=1-a,cu alR.
z=-1
2. a) Daca x=y=0, atunci x> +y? =0.
0x Zs, X2 EI{ Ai} si daca x#0 sau yif), se aratd cid X’ +y2 D{ i,ﬁ}
b) Daci X =A(a,b)OH si Y=A(c,d)OH, XY :A(ac+§bd,bc +ad) OH
Daci X =A(a,b)0H , atunci d =a”+b? 01,2} si X' = A(ad™, 36d ) OH
a’+2p* =1

) X*=1, .
ab=0

Pentru a=0 ecuatia 2b% =1 nuare solutii.

R R 10 20
Pentru b=0 rezultd é[]{ 1, 2} sisolutiile X;= _ _ s X,= _
01 0 2
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Rezolvare
2n+1 [
1) a) f, (x):x +1,DX¢_1:>fn'(X):gn (X)_ gn(x).
x+l x+1 (x+1)2
2n 2n+1
ety
b) lim f, (—)= lim - —
n-oo 2 no oo é 2 9
2 4
C)
’ 2 ? ax axt X\ 32 32
2) a) L =[ (2x=x*)dx = (4x*> —4x® +x*)dx = === 2 +Z_||” =2% 46 +=.

b) 1, ='[02(2x—x2)n fix) dx =(2x —xz)n D&‘é —njoz(zx —xz)n_l 2 -2x) & =
=—2nf02(2x —XZ)n_l [@—x2 +x)dx = —2nf02(2x —x2)n_l( > #2x —x)dx =
=2 (2x-1*) dx +2n[ " x fox —xz)"_l: (2n+1)1, =201, .

(2n)”' = lim I,=0.

¢) Conf tului (b) 1y = ==
) on OrmpunCUUI( ) n (2n+1)[ n-oco
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1 1 :\/?—\/kﬂ
' \/E+\/k+l -1

Fie a numarul din enunt. Avem a =

imVa+in _ﬁ:'“ 99 100 _ 7, 150 =9, deci a0~
2. Graficul functiei f intersecteaza axa OX in doud puncte distincte dacd si numai daca ecuatia f (X) =0 are

doud solutii reale = A>0 = m*=8>0 < mOfe = 2J2) (223 ).
3. Se impune conditia X [I(- I oo ) . Ecuatia dati este echivalentd cu logs [(X + 1) (X +3)] =log;3 =
x> +4x=0cu solutiile 0 i —4. Cum X D(— 10 ) , rezultd ca x =0 este unica solutie a ecuatiei date.

4. Multimea A are 2’ submultimi. Numarul submultimilor cu trei elemente ale lui A este C; .

3
Probabilitatea ceruta este <1 =105 .
2% 32 16
5. Fie G (XG , yG) centrul de greutate al triunghiului ABC.
Xg+Xg +X _ 4 | VatVYs Y 5
Avem X, =—2—B "€ =— § y ==~ -8B °C-=
© 3 3 0 e 3 3

6. Folosim relatia |sinX| = IMierseerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul Nationa¥ pentru Curriculum si Evaluare in Tnviatimantul Preuniversitar

1 dz] —=
Cum HDE‘O;HJ = sinf>0.Atunci sin’—T: S(ﬂ?&(ez 8 = 2_\/5.
1.a) Gacul difect. 8 8 2 2

1 1 1 1 11
b) B=A+|a b c|+la b c|=A.

2a 2b 2c| |3 3 3
c) Fie A|(a, f(a)), AQ(b, f(b)) si A3(C, f(c)) cele trei puncte, cu asbsc.

_ 1,52 (b-a)c-b)c-a)a +b +c)
S[AquAs]—E‘B“ 5 :

Cel putin doua dintre cele trei numere a,b,C au aceeasi paritate, deci cel putin unul dintre numerele
b-a,c—b,c—a este par. Rezultaca S[A1A2A3] ON. Searatacaf(a), f(b) si f(c) suntmultipli de 3,
deci B este divizibil cu 3, adica S[AA,A;] este divizibili cu 3.

2.a) Calcul direct.

b) Searatica 0X (a), X (b)) H . cu a,bDR\{%}, a+b—10ab¢$, deci X (2) X (b)0IH .
¢) Pentru X =X (a)0G, X>=1, - X(Za—lOa2)=X(O)A

Se obti lutiile X; =1 i X -1 3
e obtin solutiile = i =— .
! ! 1=l st Ay 513 —4
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Rezolvare
D) a) lim f(0)= lim x’ L1 _sinx _
X — —00 X2 6 X3
2
b) f'(x)=1-"--cosx; f"(x)=x +sinx.

(2)

) " (X) = —1 +cosx<0 f" este strict descrescatoare
£(x)< 7 (0), D2 0= f (xk O-
= f' este strict descrescatoare — f’(x)s f'(O), Oe 0
f'(x) <0 - f este strict descrescatoare pe intervalul [0, + 00) si f (0) =0 f (X) <0, O 0.

3 I
2) a)IZf dx— sin X — x+X— 2 =1—E+i.
6 2 48
2
1 ' smx—x+z
b) J'02f( )dx-hm—J’ f( )dt=}£rzlox—2=+w.

) f'(x) =—sinx +x; f’ ( ) =1 —cosx f este strict crescatoare pe intervalul [0, + 00) >

4 4
- cosx>—1 +X— >0 - cosx>>1 X —>J'1cos(X2)dX 22.
2 2 0 10

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 31 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie
1 1
3 3+ -
'0g2(2 E3) 3+logy3 " logy2 Stg 1+3a
1. logs24= = = = = .
log, (24) 4 4 4 4a
o . a+b=1
2. Fie a si b numerele cdutate. Avem .
alb=-1
Numerele a $i b vor fi solutiile ecuatiei de gradul al doilea x> =x-1=0, adica 1+2\/§ Si 1_2\/5 .

. . 2x X 2x X X 2 : X .
3. Ecuatia se scrie 22 +4[2° =160 = 2 +202°=80 « (2'+1) =81 sicum 2* +1>0 obfinem
2 +1=9,deunde X =3.
4. Putem alege 3 fete din cele 12 in C132 moduri. La fiecare alegere a fetelor putem alege 2 baieti din cei 10

in Cf, moduri. Comitetul clasei poate fi ales in Cjy [T, =9900 moduri.

d d - -
5. Avem %1= =3i +2 j. Ecuatia paralelei prin C la AB este x“1_y

S,adicé 2x+3y -11=0.

3 < x < s . .
6. Deoarece 6] (7, ZITJ rezulta ca numarul real 6 se reprezintad pe cercul trigonometric in cadranul IV.

in concluzie sin6 Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul Natlonal pentru Curriculum si Evaluare in Tnvatadmantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Calcul direct.
b) Se obtine (8x +2x) A(x)=0, siapoi xO— %,0 .

< . . a b
) Presupunem ci ecuatia are solutia X = c d

Rezultd det(X)=0 si X2 =t[X, unde t=a+d.

2
OM,(C). Atunci X* = (A(O))

Se demonstreazi ci X% =t3 X , deci X =0, sau t=0. in ambele cazuri rezulti X > =0,, fals.
2.a) oz =2 §i Ay =0.

b) Din teorema Tmpartirii cu rest, exista si sunt unice q[I(C[X] si a,b0C, astfel incét

f :(X2 ‘1)E]+ax +b. Obtinem a= f(l)_zf(_l) b= f(1)+2f (—1)_

Cum f (1) =f (—1) =21995 " restul impdrtirii polinomului f la X* -1 este r=
)2008 _ —(Z _i)zoos

21005 )

€) Fie zOC raddcind a lui f. Atnci (z+i
inlocuindu-lpe z=a+bl, cu a,bdR inrelatia precedentd, deducem b =0, deci zOR.

, de unde rezulta ‘Z+i‘=‘z—i‘ si
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Varianta 31 - rezolvari mate MT1

Rezolvare
f(x 1 1 « 11 x
1) a) lim L= -1=m; lim ‘xz —X‘ +X 5 =n y=-X +§ este asimptota oblica spre — ..
X — —00 X X — —00

b) f este derivabild pe intervalul R \{0, 1} si 0 si 1 sunt puncte de Intoarcere ale graficului.

2x -1 1-2x
c) f'(x)=————; xOf »,0 I,+o) s f'(x)=—————; x0(0,1).
()= xDf @.0) (1+e) 5 7/(x) === x0(0.])

Pentru XD(- 00, 0), f este strict descrescatoare, iar pentru XD(l;i- 00), f este strict crescdtoare.

1 1
f! 5 =0, deci 0 gi 1 sunt puncte de minim (Si de intoarcere), iar 5 este punct de maxim.

2
1X“+1-1 1 1 L
2) a)l,=[———dx=x| —arctgx| =1—.
) ) 2 IO X2 +1 0 g 0 4

XM (X2 +1) X"

b) I +1 = X = = .
VIt h=[y x2+1 n+1jo n+l

¢) Din (b) ! <I < ! folosind monotomia lui (In)n>1. Conform criteriului clestelui

2(n+1)” "7 2(n-1) =

avem lim nI, =%.

n-— oo
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Varianta 32 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

11 1 1 . L. . .1
1. Numerele 1,—,—,—, ...,——— sunt in progresie aritmetica cu ratia —.

2792753 2008 )
! 1

1 . ..
=2- 5008 sideaici 1<s<2.
2

2009

s= 21
-1
2

Rezultd cd

2. f (X) =9 (X) o 2X-1=-4X+]l = X :% . Punctul de intersectie cerut este M é; —% .
3. Utilizand relatia sin? X +cos? X =1, ecuatia devine sin? X +sinx -2 =0.

Notdm sinX =y §i obtinem ecuatia y2 +y —2=0 cu solutiile 1 §i —2.
Ecuatia sin X = -2 nu are solutii (pentru cd —1<sinx <1), iar sinx =1 < X =§+2kﬂ, kOZ.

4. Numarul functiilor bijective f : A - A este S!=112 0314 [§ =120.
5. Patrulaterul convex ABCD este paralelogram daca $i numai daca diagonalele sale au acelasi mijloc.

Mijlocul lui [ AC] este M %1.meD(mﬂ.MmmmmﬂBmemeM'ﬂgxﬁgl.

. —1+x_3 . 1+y. . )
M=M" « =2 si Mihisterul Euddtiei, Cercetirii si Tineretului

2 : - = . .
Centru?NatlonaI entru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar
6. Deoarece xO —; 77 cos X <0 i atunci cos X = =1 —sin?x = —g.

Solﬁi i N;
Deoarece iD I—T; 7 sin5 >0, deci siniz + fioos X :ﬂ,
2 42 2 2 2

10
1.a) Calcul direct.
b) Pentru aly \f 2,1} sistemul este de tip Cramer, cu unica solutie x=0, y=0, z=1, care nu

verificd ecuatia (C).
C) Pentru a=-2, dinsistemrezultd Xx=y =2z -1.

X:y:]+\/5 . X:y:]—\/z

Folosind ecuatia (C), gdsim solutiile i

$
Z:2+\/§ Z=2—\/§

X=a
. . . . 2
Pentru a=1, sistemul devine x+y+z =1, cusolutiile y=[ sicum a’+ Bz = (1 -a —B)
z=1-a-f
pentru mai mult de doud numere reale, a =1 nu e solutie.

19 1006
2. @) Pentru a=190], b=60], avem a’-10b> =1, deci A= 6 19 uG.

b) Pentru X = & 10 0g g y= 28 10 fovem xy= & 108
b a b & b a

a"=al@ +10bM O] si b"=b@ +a® O] si det(XY)=det(X)det(Y)=1.

, unde

a, 100,

uG.
by @y

C) Se arata inductiv ca pentru orice N0}, exista a,,b, 0}, astfel incat A" =
Cum b, >0, rezultaca O }. A2 I, siapoi ca puterile matricei A sunt o infinitate de elemente

distincte ale grupului (G, EI) .
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Varianta 32 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

1
(x+2)2+1 X+l

1) a) f'(x)=

b) x+2 >X:>arctg(x+2) >arctgx = f (X) >0.
f este strict crescatoare pe intervalul (—00, —1) Si strict descrescdtor pe intervalul (1, + 00), deci -1 este
T TU_ T

maxim global. f (—1) =arctgl —arctg( —1) :Z +Z =

C) Se aratd ca g’ (X) =0, OXxOR = g este constanta.

1
X2_1+7 2
2) a) j2—1+X2dX:X—2—lnx 2—lln(x2 +1) >3 s o,
1 X 211 1 2 1 2 2
x> T x ¥ x2 T jxf(t)dt
by f(x)z=-x-= - [ f(t)dt=-----—1X. Deci lim = = +o0
3 0 1 2 2 X—o X3
_ [x x*\r_1 1 _5
©) g(x)= f(x), 0a [o 1):>A—_[0(g(x) f(x))dx —(? EJO_E 5
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Varianta 33 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1. 10g42+10g39+%/2_ :é +2 +3 :Lzl_

2. Functia f este functie de gradul al doileacu A =-8 si a=3>0.
Valoarea minima a functiei f este —— = ﬁ = g .

4a 12 3
3. Notand 4% =y obtinem ecuatia y? +3y —4 =0 cu solutiile 4 si 1.
Cum 4* >0, convine doar 4* =1, deci x=0.
4. Daci nON, atunci v/n 0Q= neste patrat perfect.

in multimea {0, L2, ..., 99} sunt 100 de elemente dintre care 10 sunt patrate perfecte: 02,12,2%, ..., 9%.

Probabilitatea ceruta este & = i =0,1.
100 10
5. Avem AB=-3i+2] si CD=(a-1)i+].Atunci AB//CD = E%l:% - a:—%.

. text tg%-[ % +3
6. tg Xt+— = SEp =8 +5\3.
1-tgx Egi—T 1- ﬁ
Ministe?ul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitimantul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Searaticid B’=1,

00 1
by B'=B>=1 0 0
010

¢) Obtinem (a-+b-+c) @et(A) =% fa +b +c)” f(a -b)* b <)} Ac )’)20.

2. a) Calcul direct.

b) 0=0>+0%, 1=0%+1%, 2=1>+1%, 3=1*+32, 4=07+2%, 5=12+2?, 6=2%+3%.
¢) Se aratd inductivcd O 3}, { x2" ‘ xOz 4 ]: H, de unde rezultd concluzia.
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Rezolvare

1) a f'(X)z‘ﬁ f'( ) 4EIW>O f' este strict ctescatoare.

b) Se poate demonstra prin calcul sau aplicdnd Teorema lui Lagrange.
c) Se aduna relatiile de la (b) de la k =1 pand la k =n si astfel se obtine marginea Sirului (an )nzl. Sirul

este evident crescdtor, deci va fi convergent conform Teoremei lui Weierstrass.

2 f Itﬁmtgt __@rCtgt I +1_1dX =X—2Erctgx X +lEfctgx.
2 0 2k 2 2 2
b) f, (1)=J’Olt"talrctgtdtsgq;t dt_zganl
Qf40=£ Sl'@m%““f2%11_ﬁHE:Tl
L B0 ma()=G
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Varianta 34 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutie

L. Avem [3+4i=y9+16 =25 =5 si awnci [¢] =|(3 +4i)°| = +4i* =5* =625.
b _ 1 A

1
2.Fie V (XV , YV) varful parabolei X, =—=——, Y, = i :E . Evident x, +y, =0.
a

3. Ecuatia devine sin x(l—ZCos x) =0 = sinXx=0saul—-2cosx =0.
w Sm

Cum xU[0, 277), avem sinXx =0 < X:0$iX:7T,iarcosX:% = X:§$iX:T'

4. Numarul func’giiéor bgective f:AS /?j esdte 5'=1203M143E=120.
5. Avem AB=-3i+2jsi CD=(a-1)i+]j.

Atunci ABOCD - %ﬂ%: 0= -3 I} 20- & g

6. Avem sin X+ cosX =sin X +sin E—x =25in£cos X——ﬂ =J2cos X —JT.
2 4 4 4

Atunci sin B +cosB =sinC +cosC \/Ecos B_IZT =+/2cos C—f.

Cum B,CO 0; %T obtinem B =C, adica triunghiul ABC este isoscel.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Se aratd cd suma elementelor matricei A este S =80.
b) Calcul direct.

¢) Se aratd inductivcd A" =32"1 (A, O N, Rezultd ci rang(A”)=l, O N
2. a) Calcul direct.
b) eOR este element neutru al legii ., = OX R, (ae-2)X=e-6 < e=6 si a:é
11 e 11 , .
C) Avem 6061 [0, 6] - ald 3 . Verificim cd pentru all 30 »[I” e o lege de compozitie pe
[O, 6], Pentru yD[O, 6] fixat, consideram functia f :[0, 6] R, f (X) :(a y —1) -y +6.
Avem gD[i 6] .Dacd 0< y<é, functia f este strict descrescétoare pe [0, 6], deci

0<(6a-1)y<f(x)<6-y<6. Daci y:};, 0<f(x)=6-y<6.

1 . . .
Daca —<y<6, functia f este strict crescatoare pe [0, 6], deci 0<s6-y<f (X) £(6a —1) ¥y <6.
a

. 11 " .
Asadar, pentru orice a D{g 5} , »’ este o lege de compozitie pe intervalul [0, 6] .
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Rezolvare

PRV 1
1) a) f'(x)= (1) x—3+x+l >0, D% 0.
2 2

b) Ce aratd ca lim f (X) <0 sicum f este strict crescatoare, rezultd ca f (X) <0, O 0.
X - 00

C) a,,, —a,=f (n) si conform (b) (an )n>1 este strict descrescator.

2) a) f3' (X) = x’arcsin X.

1 _ 2 S N I L !
b) f, — =J’2 t [drcsint =— [rcsint|? —J’Z dt =— +J’ ——dt =
2 0 2 o 40 J1-12 28 Jo 1-t2
I
:£+l 2 l—tzdt —_T[ :_T[+_3 —_T[:_3 —_TF
48 240 12 48 16 24 16 48

-£
C) limJ'X'[2 [rcsint dt =Il t? [@resint dt.
x 190 0
x<l
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Varianta 35 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie
1 (2+i) +(2-i) =2° +3 2% 13 % 43 +2° 3 oPi B 02 4P =
2. F(FO) =200 = x+4=(x+2)" = x> +3x=0 « x=0saux =-3.

2X X
. . . . . . 3 3
3. Ecuatia se scrie 2 3% +2% 3% =322 =0 si impartind prin 22* se obtine 2 [ﬁgj + [Ej -3=0.

X
Notdm y=[%j = 2y2+y—3=0 = Yy =1lsiy, =—%.

3\ 3\
Cum (Ej >0, convine doar (Ej =1 = x=0.

4. Multimea A are 1001 elemente, iar numarul celor divizibile cu 5 este dat de numarul k-urilor cu

proprietatea K O}, & 5k 1000 adica & k& 200. Probabilitatea cerutd este 120%01

5. Triunghiul AOB este dreptunghic in O. Avem AO =3, BO =4, AB =5.
O[DOB 12
= X= ? .

Fie X distanta de la O la dreapta AB. Atunci AO[OB=x[AB = x= A
6. m(FADC)=135"= m(FBAD) =45%,

Aria parglelogr lui, este %%%aﬂejﬁvﬁercaém si Iineremlm
&ent%matlonal pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitdmantul Preuniversitar

Solutie
X X—2y-z=2
l.a) Dacd X=y OM 3, ((C) , ecuatia e echivalenta cu sistemul  2x+2y =1 . Sistemul este
z X+4y -3z =5

compatibil nedeterminat, deoarece rangul matricei sistemului este egal cu 2, ca si rangul matricei extinse.
b) Calcul direct.

-6 2 2
c) Searaticai A'= 6 -2 -2 . Rezultd rang(A*) =1.
6 2 2

2.a) 72-23%=-1, deci 7+5/20A
b) Calcul direct.

¢) Avem f(7+5¢2)=-1. Mai mult, f (7+5\/§)2n+l :(f(7+5\/§))2n+l =, 0@ N,

2n+l
iar girul (Xn)nDN = (7 +5\/5 ) are termenii distincti, in Z \/E .
nON
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Rezolvare

eX X

1) a) f'(X)=1— s f'(X)= € > <0= f' este strict descrescatoare pe R.
e+l (ex+1)

b) Pentru a <0 este evident, iar pentru @ >0 aplicam regula lui I’Hospital.
¢) lim f(x)=In1=0.

X - 00

lim f(x)=-c, lim f(X)=1=m.

X —» —00 X — —00 X
lim ( f (X) - mx) =0, deci y=0 este o asimptotd orizontala la +c0 §i y =X este o asimptotd oblica
X — —00

la —oo.

(XSH)' dx 21D1n2.

1
2) a) Izzgjol

X’ +1 3
X" (X—l)
b) T, —1, =], o dx <.

¢) 0<1, <[ X"dx=—— deci limI, =0.

n+1 n-o
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1. Prin impértire se obtine ci %:0,(142857) Atunci a; +a, +ag +.. +a8g =1 +4 +2 48 45 47 =27,

2. Avem (fag)(x)=f(g(x))=2-g(x) =3, iar (gaf)(x)=g(f(x))=3f (x) +2 =8 -3x.
Atunci (fag)(x)—-(gaf)(x)=-3x-(8 -3x) =8, 00 y .
3. Fie f (X) =f (y) = 3X+1=3y +1 = X =Y. Rezultd cd functia f este injectiva.

4. Sunt 900 de numere de trei cifre, iar numarul celor divizibile cu 50 este dat de numarul k-urilor cu

proprietatea K 0} , 10 50k< 1000 adicd X k< 20. Probabilitatea cerutd este % = % .

5. Ecuatia dreptei AB este: y =X —3. Punctele A, B, C sunt coliniare « COAB< & - 4.
AB>+AC’-BC* _ 1

6. Din teorema cosinusului obtinem cosA= ————— = ——

2AB[AC 2

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:
a’+bc=0
b(a+d)=0
c(a+d)=0
(a-d)(a+d)=0
si @a=d. Din prima si din ultima ecuatie obtinem a=d =0, deci a+d =0, contradictie.
b) Searatica (I,+A)(1,-A)=1,, deci (I, +A)”" =1, -A.

c) Matricele de forma X =aA, aOy sunt solutii.
2. a) Searatd ca f(a):O.

1. a) Din A’>= 0, obtinem sistemul: . Presupunem cd a+d #0. Rezulta b=c=0

b) Notand x> =t obtinem ecuatia t> —2t+9 =0, ale cérei solutii au M = ‘tz‘ =3.

Rezultd ‘Xl‘ =‘x2‘ :\/m =3,

c) Evident, BOA.Fie a=g (a) OA. Din teorema impdrtirii cu rest, exista si sunt unice g, h0 | [X] ,

Xs| =[x, = V3 i suma cautatd este egald cu 43 .

cu grad(n)<3, astfel incat g =(X*-2X?+9) @ +h. Rezultd a=g(a)=(a)IB, deci ALB.
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Rezolvare
' 4 . . «
1) a) f'(x = deci f este strict crescatoare.
(5
b) lim f (X) =-J3, lim f (X) =—/3 = y=—3 este asimptotd orizontald la *co.
X — 00 X — —00

X =+/3 este asimptotad verticald.
T[j _ctga +/3 +

C) ctg (a +— si astfel rezultd periodicitatea.
6 \/5 —ctga

2) aF (X) =f (X) =F (X) e [ﬂ—2x) = 0 este punct de inflexiune.
1 1,1 ! 1-e!
b) jofo(x)=—§.[0e [@—xz) dx =

c) I;F(X) ifx) =F(x)x ; ‘,[; f(x)& = _1-e
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutie

1. Numerele 1,4, 7, ... ,31 sunt 11 termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice cu ratia 3.
, (1+31)m1
Atunci 1+4+7 +... +31 =f =176.
2. Im( f ) :{ y Oy /0OxOy astfel incat (X)= y} .
Avem f (X) =y = X* +X+1-y =0. Aceasti ecuatie are solutii reale daci si numai daci A=0.

A:1—4(1—y); A=0 = yzi.inconcluzie, Im(f)Z[%;m].

3. E:sin[arcsinlj+sin arccosﬁ =l+ﬁ =1+\/§.
2 2 2 2 2

5k
4. Termenii dezvoltdrii sunt T,,, = Ck (x/E) a* :Ck\/ 257k [I{ 0,1,2,3, 4,3 .
Deoarece CX 0} avem 1@] = 5-k=par < k D 1,3, 5 . Dezvoltarea are trei termeni rationali.

5. ABCD pitrat = AB + - LR z‘?é’ aunci B+ B+ 8B =2 R =27

6. Avem: sin75% :sin(45a +3oa) =5in 45° B0s30% +cos45° [§in30°.

o g s

2 2 2 Miniéterul Educatiei, Cercetrii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvatadmantul Preuniversitar

sin75% =

Solutie:
1. a) Calcul direct.
b) det(A—At)=(det(A—At))[ :det(At —A) :—det(A —A‘) deci det(A—At)ZO

b+l

b
c) Minorul | =-1 este nenul.

2. a) Pentru orice XD[OQO ), avem f(X)=X3+pD(2+qu+r >0.
b) S| =X +X +X3 =P, Sy =XXp +X X3 +XoX3 =(.
X X3 +X3 = —p [@Sf —252) -q 8, 3r =-p* Bpg 3r.

¢) Fie polinomul g EI]R[X] g=Xx? —(a +b +c) X? +(ab +be +ca)x -abc, curddicinile a,b,c.

a,b,c alelui g nu sunt in intervalul [O,oo . Asadar, a, b,c[l(—oo ,0).
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Varianta 37 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

4
1) a) f '(X) = 3(X2 -1+ " +1X2j =332 >0. este asimptotd orizontald spre +oo.

2

1+x
b) lim f (X) =+co; lim f(x) =-co si f este continud, deci este surjectivd. Conform (a) f este
X > 00 X —» —00
injectiva.

) Singura valoare pentru n este 3 Si limita este 1.

2) a) II:J.le@de:x@X

1 Lo
0 joe dx =1.
1
by I, -1 = '[0 e (Xn+1 - X" ) dx <0, deci (In)nZl este descrescator Si marginit inferior de 0.

1 1
0 Ly =_f0x”+1 (ex) dx =e -1, -nI, = limnI, =e.

n-oo
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1. Avem 2<3<4 log,2<log,3<log,4 1<log,3<2 log,30(L2).

2. X2 +3x+m >0, oricare ar fi XOR= A< 0= 9 4nk 0= np %a o %,

. . . T . IT T T
3. Avem sin X + cos X =sin X +sin E_X =2smzcos X — =J2cos X _Z

Ecuatia devine cos X — %T \/5 Ul

=Y2 =T Mook Oz
2 4 4

Multimea solutiilor ecuatiei initiale este: {2k77/ kEIZ} U 7574- 2kr/ KD Z .

nt,ont _3n#(n-2)nt _ni(n+1) _ (n+1)! n
2((n-2)1 3Y(n-3)!  3Y(n-2)! 3 (n-2)t 3 (n-2)1 "
5. Avem d; Nd, ={A(:=1)}. Atunci AQd;= + ¥ & 0= & 0.

4. 0m N,n=3avemC2+C] =

6. Din teorema cosinusului, BC? = AB? + AC? —2AB [AC [dos A BC =+/13.
Perimetrul triunghiului ABC este  AB + BC + AC =7 ++/13..

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Searatici A’ =0;.

g
h DM3((C)’ din AX =X[A remulta g=0, d+g=0, a=e+h, d=h,

a
b) Dacd yx -
c [

- ©

atb=f+i, d+e=i si g+h=0.Seobtine g=d=h=0, a=e=i si b="f.
) Presupunem ca exista X OM 3((C), astfel incat X* = A.

Rezulta AX =X [A. Dinb), exista a,b,cOC, astfel incat x =

o 9 O

a
b
c
0
0

Din X?= A, rezultica det(X):O, deci a=0. Se obtine X?=

0
0
a
0
0 #ZA.
0

S O O

b2
2.a) f(3)-1(1) :a(34 —1) +b(3 ~1) si rezultd concluzia.
b) Seobtine f(x)-f(y)=(x —y)(a(x +y)(x* +y?) +b).
c) inlocuind in b) se obtine b=-85a—1. Din f(1)=4 seobtine ¢c=84a—-5.

Apoi, f(2)=-70a+3.
Daca a=1, obtinem f(2)<—67, iardacd a<-1,ca f(2)=73, de unde rezulta concluzia.
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Varianta 38 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

2X+1  _2x7+4x +3
X2+ x+1 xX2+x +1

1) a) f'(x)=2+ >0, 04 R.

b) lim f(x)=+oo, lim f(X) =-oo f este continud pe R, deci f este surjectiva, iar conform
X — 00 X — —00
punctului (a) este injectiva.
f(x
) tim ) 2 o fim ( f (x)=2x) = +eo.
X—-0 X X — 00
2 a [ f(x)dx=[ x(1-x)dx =~
)a{k “)XiL“ x)x—a
b) f este continud pe R (in fiecare punct intreg I, =1, = f (a) =0).

c) f este periodica de perioada 1, deci I:H f (X) dx :Iol f (X) dx.
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

L P {—niﬁ]z _1-2i3-3_ H-iVE o

2 4 2
2. Consideram functia g:R - R, g (X) =—x? +4x —3. Tabelul de semn al lui g este:

X | - 1 3 0
g (%) ‘ S S g(x)=0 = xO[1 3.
2 2
3. Avem f(x):f(y):>XX+1:yy+1:>(x—y)(xy—1):03 Xx=ysauxy =1.

x,yO(1e0 )

t(x)=1(y)

4. O functie f :{1,2, 3} - {0,1, 2, 3} pentru care f (1) este numar par este unic determinatd de un tabel de tipul

Dar X, yD(l,oo ) = Xy >1. Avem { = x=y,deci f este injectiva.

X 1 ] 2 3 | unde ad{0,2} iarb,@ {0,1,2,3}.
f (X) ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Vor fi 2[4[4 =32 functii cu proprietatea ceruta.
5. Din teorema cosinusului, avem BC? = AB? + AC? -2AB [AC [osA.
B +AC*-BC* _5

Atunci ABAC = AB[AC q%ﬁlstemrﬁducatrerCemetaru si Tineretului

Centryl National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitdmantul Preuniversitar
6. sinl5 =sm \43 =30 }—sm 45 [30s30 —cos4d [Sin30

V2 3 \/—[i J6 -2 Solutie:

sin15° —7%
1. a) Se calculeaza det(zA = a—b)(b —C)(C —a).

b) Se arata ca unica solutieeste x=y =z =0.

C) Se obtin solutiile (a’,—a’, 0), cu aO{.

2. a) 9,40z si 9°-5@% =1, deci zOM

b) Searatiusorca 0z,2zf] M, avem z (2, 0OM si z'OM .

) Se demonstreaza ca pentru Z:9+4x/§I:IIVI, Ok, nd }*, cu nzk, avem z" #2%.
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Varianta 39 - rezolvari mate MT1

Rezolvare
1) a) f'(x)=Inx+1.

. 1 . < .. 1 . .
Pe intervalul 0,5 , T este strict descrescatoare, iar intervalul | —, + o |, f este strict crescatoare.
e

. . f(x) . . .
b) lim f(x) =+0c0, lim =400, lim f (X) =0. Deci f nu are asimptote.
X — 00 X0 X ;;00

C) Se aratd cd sirul (X, ) este médrginit Si monoton (X, <X,).

nCN
2
2) a) Izzjlx_dle—i+£[ﬂn2_
04x+5 8 16 64 5
X" (4x+5
b) 41, +51, =, (4x45) oo 1

0 4x+5 n+1
1

9(n+1)

C) In+1_InS0 -

1 1
<[, £—=limnl,=—.
on  n-o 9
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie
_ a2
LAvem z=—22 +37% 5 Aunciz0y e Im(zF 0 4 ak 0= a&%2.
4+a’ 4+a’
] 2x+3=y o . . Xx=3 .
2. Rezolvam sistemul ) si obtinem o singurd solutie: . Rezulta cé dreapta de ecuatie
X* —4x +12=y y=9

y =2Xx+3 este tangenta la parabola de ecuatie y = x> —4x +12 in punctul P (3, 9) .
. 1
3. Se impun conditiile 2X =120 si X 20, adica x [ E,OO

. . g - . . 2
Prin ridicare la pétrat ecuatia devine 2X—1=x> = (X —1) =0 < x=1.

4. Produsul cartezian AX A are 36 de elemente: A X A:{(l, 1), (1, 2), ..... ,(6, 6)}

Cazurile favorabile sunt (1,5), (5,1), (2,3), (3, 2) si (3,3) . Probabilitatea ceruta este i
d d d d d d
5, W:—i +3], %:Zi +2] W+%:i +5] HW+%’H:J%
6. Avem succesiv: sin(a + b) IEin(a —b) :(sinacosb +cosasin b)(sinacosb —cosasin b) =

=sin® acos’ b —cos? asin’ b =sin> a(l —sin? b) —(1 —sin? a) sin’b =sin”a —sin’b .
Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Searatica S=0;.
b) Se calculeazi A% =14[A, apoi BIT = I3 +(15a +1) [A siseobtine a= —%.
¢) Se demonstreaza prin inductie dupa nN".
2.a) Deoarece 0=¢ -1 =(8 —1)(82 +€ +1) si e0OC\R, rezulta concluzia.
b) Determinantul sistemului este A=(£—1)(£2 —1)(82 —8) #0, deci sistemul are doar solutia nuld
Xx=y=z=0.

. o Aa 3 3 2 3\ o y3 _
¢) Din ipotezd, exista g C[X], astfel incat fl(X )+ sz(x )+x f3(X ) _(x 1) g(X).

Deoarece numerele 1, € si €2 sunt radicinile polinomului X 3 —1, se obtine sistemul
a +a, +a; =0
a +a, E+ay B° =0, unde a = f (1), 0K {1,23}.
a +a, [2% +ay [2=0

Folosind punctul b) se deduce ca fi (1) =0, 0K {1, 2, 3} , de unde rezulta concluzia.
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Rezolvare
X X 1 1
1 a) f'x)= - =X - >0, Ox 0.
\/x2+2 \/x2+1 \/x2+2 \/xz +1
b) f'(X)z 2 ! =2tG[_(t+1) t+1, unde t = x> +1.

(x2+2) (x2+2) (x2 +1) (x2 +1) (t+1) ECye(t+1)
Se arata ca exista un singur t pentru care numaratorul este 0, deci doud valori pentru X.

¢) lim f (X) =0 y=0 este asimptota la —co,

X —» —00

2) a) | (T[ =TI (se integreaza prin parti).

)
b) Fyuy (1) ~F, (1) = [}t Sin’t [fsint ~1)dt <0.

©) 0<F, (1)< [t"™dt = —— lmF,(1)=o0.
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Varianta 41 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1. Avem 10022 +3/=27 :(10‘*»’2)2 (5 =22 «(3) 2.

2. 1m(f)={yOy /DO y asaincatf (5 v}.

Pentru y =0 avem f (O) =0, iar pentru y #0 avem: f (X) =y - yX2 —2x +y =0. Aceasta ecuatie are
solutii reale dacd si numai dacd A=20 < 4-— 4y2 20, adica y I:I{- 1 1] . In concluzie, Im( f ) = [—1; 1] .

3. Notand 3" =y ecuatia devine: 3y = —y +8 de unde obtinem y =2.Avem 3" =2 = X=log,2.

4. O functie f :{1,2,3,4} - {1,2,3,4} cu proprietatea f (1) =f (3) este unic determinata de un tabel de tipul

X ‘ 1 | 2 3 | 4 ‘ unde a,b,c D{l, 2,3, 4} .
f (X) ‘ a ‘ b ‘ a ‘ ¢ ‘ Vor fi 4° =64 functii cu proprietatea ceruta.
5. Fie d drepta ce trece prin O (O, 0) si este paraleld cu dreapta AB.

d d
Un vector director al dreptei d este g =-3i +2 j . Ecuatia dreptei d este

0 <

X
— = 2Xx+3y=0.
_3 y
6. Ridicand la patrat cele doua egalitdti din ipoteza, se obtin relatiile :

1 .. . . .
cos’a+cos’b+2cosacosh =g o sin® a +sin’b +2sinasinb =I. Adunind membru cu membru

o _p) =2
aceste d&ueﬁ%ﬁllltﬂféﬁ%tﬁna pentra‘Curriculum si Evaludre #i nvatamantuSI(Bremwi_vsrsdlfﬂallltIl de
1 Solutie:

5 .

rezultd cos (a - b) =-
1. a) Calcul direct
X=pgr
b) Prin calcul direct se obtine unica solutie Yy = —( pq +qr +rp) .
Z=p+q+r
¢) Numerele p, g, r verificd aceeasi ecuatie de grad trei X’ —x* —x +1 =0, cu solutiile X, =X, =1,
X;=-1, deci p=q=1 sau p=r=1 sau q=r=1.
2. a) Seobtine A*=1,.

b) G :{ Iy, A AZ, A3} si se verificd usor axiomele grupului comutativ.

¢) Daci XOG, avem X*=1,, si din ecuatia initiald obtinem X* =X, deci X =1,.
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

rezolvare
la) f (x)—L—l—— <0,0% O.
+ X 1+x

b) Avem lim f(x)= lim X(

X — 00 X - 00

+ X
In(1+Xx) _lj =00 —1) ==oglim f(X) =Inl =0. In plus, f este
X X -0

continud, deci are proprietatea lui Darboux. Astfel, mulfimea valorilor functiei este (— 0o, 0) .

¢) Functia este continud, deci nu are asimptote verticale in punctele domeniului de definils‘ie in 0,

lim f(x)=In1=0, deci nici aici nu existd asimptotd verticala. In sfarsit, lim —— ( ) - -1 si
X0 X — 00
lim (f (X) + X) = lim In(1 +X) = o0, deci nu existd asimptota oblicd spre o .
X — 00 X — 0

1 1 X s L1 21n2
2a f (x)dx = xarctg x [, [ ———dx =— —lnx ) |g =—

) [, fo0 exl ~Jy g o =g —5m0C 4Dl =—
f (In x)

1L
b) lim —I f (Int)dt = lim = lim arctg(In X) 25 , folosind regula lui 'Hospital pentru cazul

X—00 X X — X — 00

2 si faptul ca pentru functiei g:(0,0) —» y,g(x) = j'lx f (Int)dt are derivata g'(x) = f(Inx).
[00]

c) S, :l[ f (lJ +f (Ej +f [Ej +.. +f (ED este sumd Riemann atasatd functiei f,
n n n n n

) ) e 12 n ) . . 12 n
intervalului [0,1], diviziunii D, =(0,—,—,...,—J si punctelor intermediare X, =(—,—,...,—j.
nn n nn n

Astfel, hms —j f(x)dx =

T 2ln2
4
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

20
1.Fie a=1 L +L —% . Prin calcul direct obtinem a =— [a] =0.
3 3 3 27
2. Scazand cele douad ecuatii obtinem x> +4x+3=0 deunde x=-1 sau Xx=-3.
x=-1  x=-3

Sistemul are doua solutii: si .
y=5 y=19
/g 1 w 1 1 1

3. Avem arctgXx =——arcctg— ,deunde X=tg —-—arcctg— < X=ctg arcctg— < X=-—.

g 2 g 3 g 2 g 3 g g 3 3
4. Termenii dezvoltarii sunt T,,; =Cy, (\5)11‘0‘” 0 =Cl,v2'"™* , k D{O,l, 2,...,10q .
Deoarece Cfy, ON avem T,,J Q = 100~k =par = k({0,2,4,...,98,100} .
Dezvoltarea are 51 de termeni rationali.
5. Avem AB = 2?—4], AC =4i —8] AC =2AB A, B,C sunt coliniare.

. _atb+c

6. Aria triunghiului dat este S Z\/p( p —a)( p —b)( p —C) unde a=4,b=5,¢c=7sip :T.

NG

Obtinem p=8 i S :4\/€.Atuncil’:E r=—.

Ministerul Igducatlel, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie:

1. a) rang(A)=1.
b) Calcul direct.
c) Pentru orice nO} , n=2,
not ip
Co = A"B-BA" =A™ (AB -BA) +(A"B -BA" | A=A (A+C, A

Folosind relatia anterioard, se demonstreaza prin inductie concluzia.
2. a) Avem f(-1)=f(1)=0 siobtinem a=-4 si b=12.

b) Deoarece ecuatia are coeficienti reali, daca admite radacina X; =i, va avea si radacina E =—i, deci
polinomul f se vadivide cu (X =i)(X +i)=X? +1, adici a=4 si b=-12.

c) Radacinile X, X,, X3 sunt in progresie aritmetica, deci existd z,rO{ astfel incdt x, =z-r, X, =2
si X3 =z+r. Obtinem X +X, +X3 =3z =3, deci z=1.

X2 +x3 +x3 =(1-r)" +1 +(1 +r)* =11, deci rOf 2,2}, iar rdacinile sunt —1,1,3.

Infinal, a=40{XxX, +XX3 +X3% ) =4 si b=—4xXx; =12.
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

rezolvare
2
la) f'(x) =arctgx +——, " (x) = 12 ot = 22 - >0.00 R.
1+x 1+x° (A+x%) (1 +x%)
tgx -2 !
f arctg X —— 2
b tim ~ =T hm fo+ X = dim — 2 = fim 15X =4 folosind regula lui
X — —00 X 2 X - —00 2 X —» —00 l X - —0 L
X x2

I'Hospital pentru cazul % . Obtinem y = —g X —1, ecuatia asimptotei oblice spre —oo.

Tt . . . . . . . . .
C) Avem X, :Z <1=%; si demonstrdm inductiv ca sirul este strict descrescator. Cum el este si cu
termeni pozitivi, rezulta ca este convergent.

2a) J’;(x2 -2x> +xHydx =31—0.

2X2_1(x—x2)” 3 +J'O‘g(2x ~1)2(x =x3)"dx =2I;((x )" 4(x —xz)”)dx =g|n_1 2nl,.

b1, =

. 1 - <. . 1 1 o <
¢) Din b), I, <—1,,_;. De aici rezultd inductiv I, <— 1, =—. Cum I,, >0, limita ceruta este 0.
4 4n n
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.Fie a=2 sib= /2. Avem a,b0OR\Q si a+b=00Q. Afirmatia din enunt este falsa.
2.Fie f:R - R, f(x)=ax® +bx +c unde a,b,cOR si a#0.Avem f (1)=-3, f(-1)=3, f(0)=lsi
rezolvand sistemul obtinem a=-1,b =-3, ¢ =1 f (X) =—x? =3x +1.
Varful parabolei este V —L, —A , adica V —g, E .
2a  4a 2 4
3. Notdm 2 =y si obtinem ecuatia y*> —y =12 =0 cu solutiile y, = -3 siy, =4
2 = =3 nu are solutii, iar 2* =4 = X=2.
4. Produsul cartezian AX A are 36 de elemente: Ax A ={(1, 1), (1, 2), ..... ,(6, 6)}
Fie (a, b) OA A.Produsul alb este impar dacd $i numai dacd a Si b sunt impare.
Cazurile favorabile sunt: (1,1), (1.3), (1.5), (3.1). (3.3). (3.5), (5.1), (5.3) si (5.5).

Probabilitatea ceruta este 2 = l =0,25.
36 4

5. Mijlocul diagonalei [AC] este M (O, 2), iar panta dreptei AC estel. BD este mediatoarea lui [AC] . Ecuatia
dreptei BD este y =-x +2.Fie B(a,b) si D(c,d) b=-a+2,d=—<+2 b-d=-(a-c).

Cum M (0, 2) este nnﬂocu]\nmiaﬁi'ul Eedticatibii CerdetariigidliBOretaoi  (a- c)” +(b-d)* =
Se obtine8BILL INatignal;pengru, CUrhgulum sid Iuare in Tnvitimantul Preuniversitar

6. Avem sin105° —s1n 45 +60 —sm 45° [dos 690|t|g@s45 [Sin 60°.

Rezultd cd sin103° = I+ 6 \/—
1. Patru matrice, S1 anume 0 0

_ 3 =2
b) det(A) =1#0, deci matricea A este inversabild. Se obtine A™! :(_1 ]] OM.

ax +bz =1

(s b . . (X y — ay + bt =0
c) Fie B—C d OM inversabild,cu B~ = , tDM' =l = cx+dz=0"
cy +dt =1

1 0 01
Deoarece a,b,c,d 0} , se obtin solutiile D, =1, :[0 1] $i DZ:[] ()J'

R s a .
2. @) Adunand relatiile lui Vidte, XX, +X;X3 +X;Xg +XoX3 +XyX4 +X3%4 :T si

8 . A . .
X Xo Xz + X Xo Xy + X X3 Xy +XpX3Xy = - si grupand, obtinem concluzia.

b) Avem X, +Xx, =X, +X; =4. Folosind a treia relatie a lui Viete, obfinem X X, + X;X3 = 2.

Din a doua relatie a lui Viete, obfinem a=14.

C) X, Xy, X3, X4 sunt in progresie aritmeticd, deci existd z,r0O{ , astfel ncit x,=z-3r, X, =z-r,
X3 =Z+r Si X4 =Z+3r. Avem X +X; =X, +X3 =4, deci z=2 sidin b) obtinem a=14 si

XX, + XX ==2. Rezultd r*=1 si b=-15
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rezolvare
la) f'(x)=1-e*>0,0% 0.
b) Derivata este pozitiva pe [0,0) si negativa pe (—o,0], deci avem doar punctul de extrem 0.

¢) Din lim f(Xx)=oo, lim f(X)=—co si b) rezulta ca, pentru orice m, ecuatia are solutie unica.

X — 00 X —» —00

2a) J.lﬁ t

1+t2

dt =2 in(1 +t2) [ =L 1n2.
2 2

b) Daca F este o primitivdi a functiei t -

5 atunci f(X)=F(gx)—-F1), deci
1+t

f'(x) = (1 +tg? X)F'(tgX) =tg x.

¢) Rationand ca mai sus, f'(x)+g'(x) =tgx b =0.Rezulta f(x)+g(x)=constant =0.
ctgXx
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Solutie

2 .o
1-i 1-2i+ .
N il S G Im(z)=-1.
(1t+i)(1=i)  1-i?
2. Avem x* +mx+120, IXOR = A<0 = m*-4<0 « mOf 2,2).
1 . 1 . . 1.1
3. arcsin2X:—5 = 2X D{- 1,1] si sin — 5 = 2x. Solutia ecuatiei este X:—Esmg.
4. Multimea A contine 5 elemente pare si 5 impare. Dacé o submultime cu 5 elemente a lui A contine doua

elemente pare, rezulta ca celelalte trei elemente sunt impare. Putem alege 2 elemente pare din cele 5 in C52

moduri, iar 3 elemente impare din cele 5 pot fi alese in CZ . Numirul cerut in enunt este CZ [C3 =100.

, ) , 40+30-2 2
5. Ecuatia dreptei BC este 4Xx+3y —2 =0. Atunci d (O, BC) = ﬁ :g.
4°+3

6. al Z—T;ZT cos @<0 si atunci cosa=—/1 —2=—ﬂ.
2 25 5

ctga—cosa ctga'——4
sin 3

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutie:

1. a) Searatdcd AB=BA=0,, deci AB+BA=0,
b) Se arata ca rang(A+ B) =2 si rang A=rangB =1.
) Se demonstreaza folosind faptul cd AB =BA =0, si binomul lui Newton.
2. a) Deoarece f(-1)=0, seobtine a=6.
b) Observdmcd X, =0 nu este rddacind pentru f.
Pentru i0{1,2,3,4}, x eridicindalui f = x'+ax +4x7+1=0 = 1+a[i+4i2 +i4 =0 -
ioooX X
- L este raddcind a lui g.
$ 1
¢) Din z — =-8<0 rezultd concluzia.
i=1 %
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rezolvare

avx® +x+ —(ax+b) 2x+1

xZ+x+1 _ (a-2b)x+2a-b

X* +x+1 2@ X+ X+

b) Trebuie ca f'(x) >0 pentru orice X[(OR, ceea ce se intdmpla daca si numai daca functia liniara

1la) f'(x)=

de la numaratorul derivatei este constanta si pozitiva, adica a =2b >0.
¢) Conform b), in acest caz functia este strict crescatoare. Cum functia este si continud, iar
lim f(x)=2, lim f(x)=-2, multimea valorilor functiei este (-2,2).

X — 00 X - —00

2a) f'(x)=eI"% >0, X OfF 1,1].

arcsin u
b) Cu schimbarea de variabila t =sinu,dt =cosudu obtinem f(x) = j e cosudu .
LI | n T oo R
c) f@ =J'2eu cosudu =e"sinu|? —| 2e"sinudu =e2 +e" cosu|? —2e"cosudu =e2 + —f(1).
0 0 <o 0 <o
I

Rezulta f (1) eyl
2 2
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Solutie
I :7(5J§+1):5J§+1D(12) L.
CsV2-1 50-1 7 ’ s2-1
2 2
» ﬁer72:x12+x22 (%) -2x% _(-1)” -2() -
Xo o X XX XX -1

3. Ecuatia este echivalenti cu 23" + ix =7 . Ficand substitutia y =3* obtinem ecuatia 2y> =7y +3 =0
3

.. 1 . 1
cusolugule3s1§.Avem 3*=3 « x=1,iar 3¥ =7 x=-log;2.

4. Functia f este strict crescatoare = f (1)< f(2)<f(3)<f(4).

Orice submultime a lui B poate fi ordonata crescator intr-un singur mod. Numaérul functiilor strict crescatoare
f: A - B este egal cu numérul submultimilor cu 4 elemente ale multimii B, adica Cg =15.

5. Ecuatia dreptei BC este 2X — Yy +5 =0. Lungimea inaltimii duse din vérful A in triunghiul ABC este

d(A, Bc):M:ﬁ,
2+(-1) 3

6. E:%mnf—mmf Mmﬁﬁmﬁiwﬁﬁﬂﬁawgﬂmgamﬂg%%da;ﬁ.

Centrul Nationdl pentru Ctirriculum si Evaluare in Tnvatimarftul®Preuniversitar

Solutie:

_—

20
1. a) Searatdcd AB=BA :(5 2}

b) Calcul direct.
c) Dacd X este o solutie a ecuafiei, obtinem ca X DC(A), deci existd x,yOy , astfel Tncat

X 0 [ x2+x 0 | x2+x-2=0 . (x=1 X=-2
X = . Rezulta =A, deci , adica sau .
y X 2Xy+Y X2 +X (2x+1)y =3 y=1 y=-1

2 0
Se obtin solutiile X, =B, X, =[ { 2].
2. a) Fie x,yOG. Avem 1+xy(0,2), deci 1+xy>0.

{(x+1)(y+l)>o

(x-1)(y-1)>0"
b) Calcul direct.

©) f(X):f[lmlD..D 13 f(lg] f[lg] N f(% Lyygs L
23 9 2) 3 9) 345710 5
1-x_1 22

Din ——=— rezultd Xx===.
1+x 45 23

Atunci, x0Oyd G adevarat.
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rezolvare

@2x+aWx? +1 - (x? +ax +5) ;
1a) f'(x)= \/x +1 _ X'—3x+a

X +1 O+ +1
b) Trebuie ca ecuatia x> —3x = —a sa aib trei solutii. Pentru functia g:R — R,g(X) = x> =3X avem
X —00 -1 1 00
9(x) + o - 0 +

gx) | -0 2 N 2 )

Astfel, ecuatia g(x) =-a are trei solutii pentru al¢ 2,2). Se verifica imediat, folosind semnul lui ',

cd, in acest caz, functia f are trei puncte de extrem.

f(x) x> —xvx? +1

c) lim ——==1, lim (f(X) X) = lim + lim =1lim +0 =0,
X—o X X Xo0o o [x% +1 X2 [x2 41 X2\ x? +1(x +/x% +1)

deci avem asimptota oblicd spre co datd de ecuatia y = X.

2a) I xV1-x2dx = —3 (1 —X )2 | ; =0 (sau observam cd este integrala u nei functii impare).

b) V =T[J._1 f 2 (x)dx =r(x —-1—x3)|11 =43—T[

c) 0= J. x" f d X< J. x"dx = %1 deci limita cerutd, conform teoremei clestelui, este 0.
n
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Solutie

1. Fie rratia progresiei Avem ag =a; +3r $i a4 =a19 —3r, deci a6 +a5 =y +a19 ag + a5 =10.

A>0 = mOf @, -2-242) La+2J§,+@.

3. Facand substitutia 1g X =y, ecuatia devine y2 +Yy —6 =0 de unde obtinem y, =2, y, =-3.
1
000"
4. Functia f este strict descrescdtoare = f (1) > f (2) > f (3)
Orice submultime a lui B poate fi ordonatd descrescator intr-un singur mod. Numarul functiilor strict
descrescatoare f:A - B este egal cu numdrul submul{imilor cu 3 elemente ale multimii B, adica este egal

cu C2 =10.
115 G G IBG G
5. Fie Q(a.b). Avem MQ=%2H1£(D +1)j si NP =i +2].
MNPQ este paralelogram = MQ=NP < a-2=1sib+1=2.Punctul cdutat este Q(3 1).

Avem lgx=2 < x=100,1iar Igx=-3 « x=

) B . NVIUCEREPNV( ] NV EY _1 5
6. Fie M mijlocul lui [BC] . Avem AM :E(AB +AC)  AM ( B+AC] de unde obtinem

G
AM 2 :l(ABZ +AC? +2 AB [A =L AB? +AC? +2 J.Wj m IEO%A Din teorema cosinusului
4 Ministdru# ducatiei, Cer etarii meret lui

avem ECehirabNatiarrabpersm Cwuiculun? siffivaiuase AnclaBatimaAtuBRreuniversitar

2(AB? + AC?|-BC? .
Atunci AM? = ( 2 ) , de unde %Wge@
1. a) Calcul direct.
a?+bc =0
o, ) . b(a+d)= .
b) Din A" =0, obtinem sistemul: . Presupunemcd a+d #0. Rezulta b=c=0 si
c(a+d)=
(a-d)(a+d)=

a=d . Din prima si din ultima ecuatie din sistem rezulta a=d =0, deci a+d =0, contradictie.

c) Dinpunctul b) avemci a+d =0 sidin A>=0, deducem det(A—X EIZ) =x*.

Obtinem det(A+2I2) =4.

2.2 (@l50G « a*-305" =1. Seobtine alf- 26,26}.

b) Pentru (a, b),(c, d)[IG, avem ac+3bd,ad +bc0Z si

(ac+3bd)* -3(ad +bc)’ =(a2 —3b2)(02 —3d2) =1

c) Se verifica axiomele grupului. Se arata ca elementul neutru este (1, 0) oG si O (a, bD:J G, simetricul

acestuia este (a, - b) 0G.
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rezolvare
1a) £ =lim £'(x) =lim 22X =1 §i £(1) = Tim f'(0 =lim 22X 22 = .
xO'1 XO1 2X+/X xL 1 xL 1 2x\/;
b)
X 0 1 e’ 00
f'co | I - |+ 0 -
f (%) o O 0 L 2 O 0

Pentru m<0 nu avem solutii, pentru mM=0 sau m>2/e avem o solutie, pentru m=2/e¢ avem doua
solutii, iar pentru 0 <m <2/e avem trei solutii.

C) Deoarece 1<3<5 <e? si functia este strict crescatoare pe [l,ez] ,avem f(3)< f(5).

n 1 >l o m
2a) IZtsin 2tdt = —Etcos2t |(2) +Zsin 2t |(2) =.
0

b) Dacdi F este o primitiva a functiei t - arccos~/t , atunci g(X) = F(cos2 X)—F(0), deci
g'(x) = —2sin xcos XF'(cos? X) = —sin 2Xarccos(cos X) = —Xsin 2X.

c) f'(X)+g'(x)=0= f(x)+g(x) = constant = f(0) +g(0) =£.
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Solutie

1. @+04+Q—04:«2+0ﬂ2+«24ff (3 i) {3 4i) =7 R4i 7 24 =1

x=0

— 2
y=xtax+l are doua solutii: {y—l

2. Sistemul
y=2x+1

X =1
si {y _3 Dreapta de ecuatie y =2x +1 intersecteaza
parabola de ecuatie y = x> +x +1 in punctele A(O, 1) si B (1, 3) .

3.Fiefunctia f:y -y, f (X) =3 +9* . Se observd ca f (—l) =

O |

are cel mult o solutie.

NN N

Functia f este strict crescdtoare = f este injectivd = ecuatia f (X) =

in concluzie, ecuatia initiala are solutie unicid X = —1.
4. Sunt 9000 de numere naturale cu 4 cifre. Numarul celor divizibile cu 9 este dat de numarul k-urilor cu

1000<9k <9999 - 111, (1) <k <1111, deci existd 1000 astfel de numere. Probabilitatea cerutd este é .

Xa + Xr +X +yg + .
5. Centrul de greutate al triunghiului ABC este G( A 3B c s Ya y3B Ye J , adica G (1, 2).

Ecuatia dreptei OG este Xy

=2X
1 Mmlsterul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National mtlraaCurﬂéwmﬁ si Eval re in Jnvi L%@na}/ﬁul E‘_eunlversnar

6. cos75" FcosIo =2cos > _LCOS.5 cos4d™ =2

Solutie:
1. a) det(A)=-2#0, deci rang(A)=2.
-3 3
b) S acd f(B)= .
) Se aratd ca ( ) [ 0 3j
¢) AL{C+D)-(C +D) A =(AC -CA) +(AD -DA).
2. 8) X33 33 =(x +x +x3)° 2(x% XXy XoXg) =22,
><13¢0 2

S ix s . . a
b) X e oradicindapolinomului f = f(x)=0 = X +a’x —a=0 o I+— -
Xi X
1

a
=0 = =
1

1 <% e ox . .
— este o radacina a polinomului g.
X

c) Notdm cu i € Si L radécinile polinomului g.
Xi Xz X3

Deoarece X +X3 +x; =—2a” <0, rezultd c& f are o singurd radacina

.1 RV < 1 .
Atunci, —OR este unica radacind reald a lui g. Presupunemcd X, =—, decicd x Of- 1,1}.
X X

Dacd x; =-1 este raddcina comund a polinoamelor, din f (—l) =0 deducem a’+a+1=0, fals.

Dacd x =1 este radacina comund a polinoamelor, din f (1)=0 deducem a’-a+1=0, fals.
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rezolvare

. . Tt
la) }(11311 f (X): jl_'ngoarctgx :E
x>1

Tt . . . <
b) Din cele de mai sus, dreapta y = 3 este asimptota orizontala spre + oo.

¢) Deoarece arctg este functie strict crescatoare, functia datd are aceleasi puncte de extrem local
. . 1 .
casi functia g:R\{-1,1} - R,g(x) ==, adica x=0.
X

2a) F'(x)=%+%=f(x).
1432 X2 +1

1 _ 1 _ Tt 1
b) [, f()dx =F(x) |0_Z +§ln2.

n n
n+k 1 k . . . .. e
) a,= Z 5 ——z f — reprezinta sume Riemann asociate functiei f , diviziunilor
in 24k n&G n
1 2 n . . . 1 2 n .
D,= 0,—,—,..,— sl punctelor intermediare X, = —,—,..,— . Deoarece functia este
nn n nn n

integrabild, fiind continud, iar sirul normelor diviziunilor tinde la O, sirul (a,), este

convergent.
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Solutie

NG

6 6
1. Fie z numarul din enunt. Avem z = [2 + % i] :[COS%T +isin gj . Folosind formula lui Moivre,

obtinem: z =cos 7T +isin 77=~1 = Re(z)=-1.

2. (f af)(512):f(f(512))=m:ﬁ =32 =2

3. Utilizand formula cos2x =1 -2sin” x , ecuatia devine 2sin? x —sin x =1 =0 . Notdm y =sin X $i
obtinem ecuatia 2y2 =Yy —1=0 cu solutiile —% sil.

sinx=1 o X=g+2kﬂ', kOz, iar sinX=—l o X= ( 1)k+17l+k77 kOz.

[\S]

4. Fiecare submul{ime cu trei elemente a lui M poate fi ordonatd strict crescdtor intr-un singur mod.
Numarul tripletelor (a,b,c) cu proprietatea cd a,b,c0M si a<b <c este egal cu numdrul submul{imilor cu

trei elemente ale mulfimii M, adicd C3 =35.

5.Fie d,: x+2y -6 =0 si d,: 2x+4y —-11=0. Deoarece%—%#%:d//d . Punctul A(O 3)

. Ministerul Educati ',Egegc?iq"g;! L’aeréﬁmﬁ“?’ 1] _ V5
se afla pégﬁ%%ﬁ\?ét%ﬁuﬁaﬁgﬁ{%%ﬁﬂ Evalliare n’InI atﬁméﬂﬁiuh&rzeum\_/er ar 10
6. Avem &Qﬂ =4 iar T8 B = | B8] ) ceosior =1.
Atunci 5.
(. %E’ B - ) e G

1. a) Determmantul s1stemulu1 este A=-5a+20. Obtinem a=4.
b) Daca A#0, sistemul este de tip Cramer, deci este compatibil.

Pentru A=0, deci pentru a=4, un minor principal este A, = , iar sistemul este incompatibil

1 21
dacd si numai daca A, =2 -1 1{#0, adicdpentru b#4.
7 -1 b

. Co . | " 1
c) Din x+z =2y sidin prima ecuatie rezultd y= 7 Din primele doud ecuatii deducem X :% , 2= _Z

si din ecuatia a treia, singura conditie este a +4b =20, verificata de o infinitate de perechi
(a.b)0{ (20- 4b,b) |1 y}.
cost=0

2. a) AOG = {

cnt =g - Obtinem anf 11}.

b) Calcul direct.
c) Se verifica axiomele grupului.

Elementul neutru este X (0) =1, si pentru X (t) oG, (X (t))_1 =X (—t) 0G.
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rezolvare
la) lim f (X): arcsin0 =0.

X -+

b) Functia este derivabild pentru —1< <1, adica xOy\t 1,1}. in punctele +1, derivatele

1+X
laterale sunt diferite, deci functia nu este derivabila.
c) Deoarece arcsin este functie strict crescatoare, punctele de extrem ale functiei f coincid cu

. Acestea sunt 1.

cele ale functiei g:y - y,g(X)=

X2 +1
3
1 2 > 2
2a) [ x l—xzdxz——(l —x2)2 ==
)J'O 3 |0 3
1 21
by V=mf (1 -x>)dx =—.
)V =)k =2
1 & k . . e 1 2 n .
C) a, =—Z f — sunt sume Riemann pentru functia f , diviziunile D, = 0,—,—,..,— sl
ng n nn n

. . 12 n . . U
punctele intermediare X,= —,—,..,— . Deoarece functia este integrabila si sirul
nn n

normelor diviziunilor tinde la 0, sirul sumelor Riemann este convergent.
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Solutie
1. 10g93'+104,¢,742=l+l =1.
2 2
2. A=-3m? —6m +9
0 ;=31UIL
f(gso. ook 230 o € o malUfiee), mof - 3].

m+2<0 mOfe - 2)
3. 22X+ Xl =56 o X 1+2+% =56 < 2X =16 < x=4.

4. Dacd nON, atunci ¥n0Q<  neste cub perfect. In multimea A sunt 10 cuburi perfecte: 3,23

Probabilitatea ceruta este 10 _ 1 0,01
1000 100
VT —_ < x . BM_ 1
5.Cum MC =-3MB , rezultd c& M O(BC) si we 3

AM =AB +BM =AB +2M B¢
BC

AM =B +( AC ~AB) =2 AB +L AC.
4 4 4

6. sin2x = 2tgx _3  Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
' éentmbNatim'al pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1.a) detA=1+a’ >0, 0 y
1 a a’ . ) .
b) x= ,y= , 2= care sunt in progresie geometricd
1+a? 1+a2 1+a?
1 -a a’
1+a2 1+a? 1+a2
_ a 1 -a
c) Al=
1+a2 1+a? 1+a2
-1 a 1
1+a> 1+a’ 1+a°

2. a) Se obtine e=6.
b) Se arata cd corespondenta este o lege de compozitie pe G. Se verifica apoi axiomele grupului.
1

Se obtine cd elementul neutru este € =6, iar simetricul lui XxOG este X' =5+——0G.
X=5=a>0 ab=c

c) Notdm y-5=b >0 siobtinem sistemul bc=a, cu unicasolutie a=b=c=1.
z-5=c>0 ca=b

Singura solutie a sistemului initial este X=y =z =6.
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rezolvare
la) lim f(x) =0, deci avem asimptota orizontala y =0 spre + oo.
X — 00
o3P =12 _ : . o gy
b) f'(x)= 2 functia este strict descrescatoare pe [1,2] si strict crescatoare pe [2,).
X

Multimea valorilor functiei este [ f(2), f (D]=[-1,1].
¢) Functia este derivabila pe (2,%), deoarece, pe acest interval, —1 < f(x) <0, f este derivabila

si arccos este derivabila. in punctul 2, g'(2) = li{n g'(X) =0, deci g nu este derivabila.
X\2
2a) F(x)=f(x).
(I __ 21
b) njof (x)dx —thl x_2

n
¢) lim n

D N v

1 1
5 dx =m—
X +1 2

TU
+ arctg?2 .
I g

2
:J' f (x)dx =-In 1 + 1 +1 |12 =In
1 X X2
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Solutie

1. 2008 =334 [6 +4. Grupam termenii sumei cite 6.
Avem a; +a, +a3 +....+ayg =334(7 +6 +9 +2 43 40) {7 6 © £) 334 2T L4 H042.
y=2x-1

2

, X, yUOy . Subsituind y 1n a doua ecuatie se obtine
y=x" +x+1

2. Rezolvam sistemul {

x2 =X +2=0cuA=-7<0. In concluzie sistemul nu are solutii in y Xy, ceea ce inseamna cd dreapta de

ecuafie y =2x —1 nu intersecteaza parabola de ecuatie y = X2 +X+1.

. . X
3. Se impune conditia X >0. Avem : log, x +log, X} =6 < 10g2X+2E]110g724=6 = logyX=3 < x=8.
=5)
4. Putem alege 3 fete din cele 13 in C133 moduri. La fiecare alegere a fetelor putem alege 2 baieti din cei 12
in C122 moduri. Comitetul clasej poate fi ales in C133 ECIZZ =18876 moduri.
5. Avem AB=-3i+2j si CD=(a~1)i+j.Atwnci ABOCD - =0 - -3(a-1)+2=0

Se obtine a = Bl .

3
6. Cum a 71;3—ﬂ = cosa<0,deci cosa=- 1—§=—§.
2 25 5
a  sing Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

tg P = m‘gﬁ\ra?tional pentru Curriculum si Evaluare in Tnvatamantul Preuniversitar

Solutie
. & b af +aj +aj ajb, +a,b, +asb, 14 28
l.a) A'= a, b, i obtinem B= ; = .
ajby +ayh, +a3b; by +b3 +b7 28 56
a; by :
aq a 2 a a 2 a a 2
b) Se obtine det(B)=| "' PO P 20
b b by by |by b
.. A &
c) Punctele B, P,, P;, O sunt coliniare « b, b =0, Ok, B {1, 2, 3}.
k
a , 3 .
det(B)ZO = b =0, Ot,KJ {1,2,3}, t#k sirezultd concluzia.
k

2. a) Numdrul elementelor multimii este |Z U L =52 =25, unde L={a,b}0z;.
b) Calcul direct.

c) Se verifica axiomele grupului. Pentru a,b0z 5, notam A(a,b) =

> O> =
S =
—> O T

Elementul neutru este |, = A(ﬁ, 6) , iar simetrica matricei A(a,b) este matricea A(-a, —b).
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rezolvare

la) | f(¥)|<x lim f(x)=0.
X-0

1

b) f'(x)= sinl —lcos—
X X X

. . sint . < . <
¢) lim f(x)= 11m% =1 y=1 este asimptota orizontala spre + oo,
t-0

X — 00
1 1

2a) I, = (1-2x> +xHdx =—
a l, I_l( X= +Xx7)dx T

I 2.0+l 1
o+ 1 —x dx =
2n+1) ! xn+nfﬂ( )

2(n+1)I

n+l -

b) 1, =14 =ﬁ1x2(l —x*)Mdx = —x

G

1 L . .
=J’ 1(1 —x*)"dx =1, iar sirul (1), tinde descrescitor catre 0.
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutie

1. A-B=(3:1]= (A-B)nZ={-2:-1:0: 1} = card((A-B) nZ)=4.

2. 2x+1=x> =x+3= x> =3x+2=0=>x0{ 1:2} = (x:y)O{(1:3).(2:5)} .

x-120
{z-xzﬁm[“ﬂ: k=142 -x+2,[(x 1)(2 %) =1 x0{1: %},

4. x1<7=x0{0:;1:2;3}, y!<25= yO{0;1;2;3;4} . Numirul solutiilor : 4 3 = 20.

=\5E|1+12E|1—4\:>d

5. d(Ad Ad)=1.
() V52 +122 (d)
11
. _2'5 _7
6. tga—g,tgb—gstg(aw)—l_ld-5.
25

Solutie
21
la) A*= =A+I
) |1 2
a b a b
1.b) X = .Din ACX =X [A, rezultd b=c,d =a —bdeci X =
c d b a-b
Daciddet(X)=0 a’-ab-b>=0.Dacab=0 a=0 X =0, contradictie.Dacab # 0,impartind prin

b t2-t-1=0,t :%DQ, fals.Deci det X #0, adica X este inversabila.

F, F 11
1.c) F, =1.Demonstram prin inductie.Verificare.n =1; A = =

F R 10
Presupunem adevaratd pentru nsi demonstrdm pentru n+1.

Fn+1 Fn 11 _ Fn+2 Fn+l

An+]: =

F, R, 10 Fa R
2.a)

1 2 3 45 1 2 3 45
olr= R o=

21 3 5 4 13 2 5 4

Cum aceste permutdri nu comuta , rezulta concluzia.

2.b) Prin calcul direct se obtine ca ord( 77)=3 .Deci H ={e, TT, 772} .

2.c)Fie 7, 77 OH A7V 0H .Cum H este finitd ,rezultd H este subgrup al lui Ss.
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Solutie
1.b) lim (x - f (x))" = lim LhoL
X - 00 X — 00 X e
(x2 +x—1)'x—(x2 +X —l)x' 2
b) Functia f este derivabila si f'(X) = > ,de unde f '(X) =—— . Deoarece
X X

f '(x) >0,0x O [1, 00) , rezulta ca func.ia f este strict crescitoare.
c) Functia f fiind strict crescatoare re este injectivad. Cum f este continua pe [1,00) , f (1) =1si lim f (X) =00,
X — 00

din monotonia lui f este si strict crescatoare, rezulta imaginea functiei f este [1,00) ,deci f este surjectiva.
Fiind injectiva si surjectiva f este bijectiva.

¢) Presupunem ca sirul (g(n)),; este marginit superior, deci existd 5[] [190 ) astfel Tncat g (n) <G00 1.
Cum functia g este surjectiva, exista O D[lqo ) astfel incat ¢ (a) = (. Prin urmare ¢ (n) <g (a) LA 1.
Din ¢ (n) <dg (a ) , deoarece g este crescatoare rezultd n < a,[Jre 1, absurd.

2. a) Functia F trebuie sa fie continud si derivabild. Din continuitatea in 1 rezultd a+b =1,
iar din derivabilitatea Tn 1 rezultd a =0. Deci a=0 sib=1.
e e 1

b) Utilizam schimbarea de variabila In X =t .Rezultéj' ! dx =J’ ! dx = ;zdt .
{ XF (x) 1x(1+ln2x) o1+t

1 e
1 m . 1 V4
Dar [——=dt = arctgt |%) =—  deci [——dx=—.
31+t 4 IXF(x) 4
c) heste de doua ori derivabild, cu derivata de ordinul doi functie continua.
Utilizdm integrarea prin parti:

j:'h(x)h'(x)dx =fh(x)(ﬁ (x)) e =h(x)H () I —f(n (x)H (x))dx. Deoareceh(1) =h(7) =0

b b

rezultéh(X) h'(X) |’'=0. Deci-!'h(x)h' (X) dx = —J'(H (x))2 dx <0.
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Solutie

—

- |4x -8 =4|x -2

4-2x/=2]x-2 f(x)=0.0d R.

s

2. x* —2x+a-1=2x+3 x*-4x+a-4=0 A<0 aOf «3)

3. x=1=x-1 x-1=(x-1)"  (x-1)(x*-2x)=0 xDO{0:1:2}.
4. (J§+1)9:(1+J§)9,Tk+1:c9k(ﬁ)kDQ %EIN

Numarul termenilor irationali este 10— % +1 =5.

m+1_ 8 1
s. =2 m==.
m-1 -4 3
2 2 _ne?
6. cosA=w cosA=l m(<:A)=60°.
2[AB[AC 2
Solutie
1 2 3 456
la)o!'=
6 1 4 2 35

1b) m(o)=7 m(a"):7

1.c) 8(0) = -1 Dacd ar exista o solutie x atunci £(X4) = 5((7) sau 1=-1 contradictie
2.a) x>1y>1= xy-x—y +2 >1, deoarece (x —1) ffy =1) >0

2b) f(xy)=xy =L f(x)o f(y)=(x+1)o(y +1) =xy +

2.C)Fie f1:G - (0,00) care este izomorfism , f ' =g si deci

xOx0.0 % 1025= (9x)'"* =9(1025) = (g(0)"” =1024 = (x-1)" =1024 = x-1=2=x=3
10
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Solutie
1.a) f este continua pe (0, 1] deoarece, pe acest interval, se obtine prin operatii cu functii continue. Cum

X

. 7T
Xsin —
X

< |X| si lim|X| =0, rezultd lim Xsinl—T =0.Deci lim f (X) =0=f (0) . Prin urmare f este continua
X-0 -0 X XNO

siin 0. Rezulta ca f este continua pe [0, 1] .

b) f este derivabila pe (0, 1] deoarece, pe acest interval, se obtine prin operatii cu functii derivabile.

o fx)=f0) . T o
Intrucat limita lim—————* =limsin— nu exista, f nu este derivabila in 0.

xN0 X—-0 xN0 X
TT Vi
f' =gin— —— — . [x0O 1
C) (X) sin < Xcos n X (O, ]
Avem f (L] S sin((n +1)IT) =0sif (lj =lsin nr=0.
n+1 n+1 n n

1 1 , .
Conform teoremei lui Rolle, exista un punct C [] (—1,—j astfel incat f (C) =0, echivalent
n+1 n

/i Vi . Vi
sin———cos— =0 < Csin— =77cos—
C C C C C

T . . /. 1 1
Rezulta f (C) = 7Tcos — . Prin urmare, C este o solutie a ecuatiei f (X) =7Tcos—.s§iC D(—l,—J .
C X n+1l n

2.a) Avem I; f (\/x)dx= I(;ln (1 + X) dx . Dar:

1 1
jlln(1+x)dx=jlx'1n(1 +x)dx =xIn(1 +x)1 ~[—Xdx =In2 [~ —dx. Cum
0 0 0 J1+x 1+Xx

1
[——dx=1-In2 rezultéjl f(J/X)dx =2In2 ~1.
01+x 0

1 1 1 Xz' T 1h L2 1 T
b)'fg(x)dx:.[xarctgxdx: I ~— | arctgxdx == —— | ——dx. Dar .[ ——dx=1-arctgx| =1--.
) ) ) 2 8 27 1+X Y1+ x 0 4

1
. _
Rezulta.(l). g (X)dX =

1
2
2%
(1ex)”
Deoarece @' (X) <0, rezulti @' este descrescitoare si X =0 = ¢’ (X) <¢ (O) = X) <0.

il
Prin urmare ¢ este descrescatoare si X =0 = ¢(X) <@ (O) =¢ (X) <0 f (X) <g (X) )

¢) Considerdm functia ¢ = f —g . Atunci: ¢’ (X) = —arctgx si @' (X) =-

1+x2

. 1 m 3
Ca atare aria cautata este A= .([(g (X) —f (x))dx = _Z -In2 +E.
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Solutie

1. [\/M}:M,{—%} % :[MJh%E{—%} =46.

2. xvz—%:zm[lﬁ],f(l):f(3):0,f(2):—1:>f([l; 3))=[-1:0].

+820
3.{X>o =x0[0 0 ). Vx+8 =2+x= x+8 =4 +4/x +x= x =1
X2

4. Dss ={1,2,4,7,8,14,28,56} = p =

+ oo | b
N | =

"0 (per) = (4:2).

1
NN

5. 6i+2j=p(i+])+r(i-1)= {E

-r

6.S—\/p(p a)(p-b)(p-c).p= > —10,8—10J§:>R—4S:R—3.

Solutie
La)AQX +Y)=AX +AN =X A+Y A =(X +Y) B X +YOC(A)

a b
1.b) Fie A= . g Din ACE =E [AA[E, =E, (A a=d,c=b=0 A=al,

1.c) Dac@oricare trei se aflain C (A) atunci existd a O{ ,A= a1, a patra matrice se
afldin C(A).

. 2 3 45 1 2 3 45 1 23 45
2a) x=a M, x= 0 =
1 3 45 21 45 1
2.b) alb=

1
2
: > ; ord (ab) =3

[\SIE )

3
4
2.c) ord (b) =6 b* =e echivalent cu 6|k

—_ =
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Solutie
1. a) Avem: f '(X) =3x> -3, f '(X) =0 = X D{- 1, 1} si urmatorul tabel de variatie al functiei f:

Din tabelul de variatie rezulta ca -1 si 1 sunt punctele de extrem ale functiei f.

b) Deoarece f este continua, f (1) =—2si limf (X) = +oorezultd ca ecuatia are solutie in multimea
X — 00

(1, 00) . Cum f este strict crescitoare pe (1, 00) , rezulta ca f este injectiva pe (1, 00) . Deoarece f este injectiva,
solutia este unica.
¢) Deoarece g(x) = f>(x) =x* —6x* +9x*, rezulta g'(x) =6x’ —24x> +18x, de unde g (x) =30x* —24x> +18.

Pentru a rezolva ecuatia g’ (X) =0, notdim x> =t si rezultd 12(5'[2 -6t +1) =0 care are solutiile

t =§ si t, =1. Deci ecuatia are solutiile —1, —%,%,1 . Tinand cont de semnul functiei g’ , rezulta ca g

are patru puncte de inflexiune.

X oo . | o 28) limf(x)=lim f(x) = (0
f' (X) + 0 - 0 + continud 1n 0. Rezulta f este contii
f (X) —o [/ 2 N -2 / ® fﬂic')ntinué pe R f admite prin

R.

b)Ixede =e*(x-1)+C, iarJ’sin xdx = —cosx +C .
R e e’ (x=1)+c, x<0

Deci o primitiva a functiei f va fi de forma: F (X) = .

—cosX+C,, X >0

Din conditia de continuitate a lui Frezultda ¢, =C =C.

X

c) Deoarece F este o primitiva a lui f, rezultéJ' f (t) dt = F(x) —F(0), deci limita de calculat este
0

limLzF(o) . Cu regula lui 1"Hospital : limw = limm.
N0 X xNO0 X N0 2X

F'(x) ~ lim f(x) — lim sin X :1

Apoi lim .
xXNO - 2X xNO - 2X N0 QX 2
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Solutie

1. (BB +V7)? =3+2421 +7 =10 +24/21 ;4,5 <~/21 <4,6 = 9 <2/21 <9,2 deci
(B +47)?]=19.

_ 2 _
2.1—x¢0,1—2x¢0:>x|]y\{1,1};2X I 3X#2 5 gy X 3XH3 so:xm(l,lj.
2)7 1-x  1-2x (x-1)(2x -1) 2

3. Y2-x=2-x=2-x =(2—x)3 = (2—x)(x2 —-4x +3) =0= xO{1;%3}.

2V K 9
4. Ty =CK | x3 y2;¥:g:>k=28:>T29.
o)
ol @ d d
5. 15 :WD g =2i+2j.
6. B _a

inA=—, =2R=R=+/3.
sin 5 A 3

sSin

Solutie
1 -1 10
l.a)AEB:[O 1];8@2[1 1];AEB¢BDA

1b) Prin calcul direct .

1 2 1 -n
1.c) Notaim C = A[B.C? :[O | j apoi prin inductie completd se aratd cd C" 2[0 | J O NP

deci raspunsul este negativ.
2a) X° —2X -1 =(X +1) P

2.b) Q=X -2[X -1 Q;=X*-2[X —lare trei ridacini reale : x, = -1, X, :% +£,x3 =% —g
2.c) Prin inductie completd dupa n .Pentru n=2,Q, =P: P . Presupunem afirmatia adevarata pentru n si o
demonsram pentru n+1. Q. = X™ —F ,, X -F, =X t@x” -F, X —Fn_,) +F, (]x2 -X —1) , de unde

rezultd afirmatia .
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
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Solutie
1.a) Deoarece se obtine prin operatii cu functii continue pe y, f este continud pey , deci si pe [—1,1] .

x> —4

f este derivabila pe (—00,0) si f'(X) = 5 » deci f este derivabila in —1 si

[ +4)
' 3 e . A e 3
f (—1) = —2—5 <0. Analog, f este derivabila pe (0,00) ,deci f este derivabildin 1 si f (1) =2—5 >0.
Rezultaca f OA.

b) limw = lim_—x S = f derivabild la stAnga in 0 5i f,(0) = —l.
XL 0 X xLOX(XZ +4) 4
f(x)—f 1
lim 00~ 1) =lim X =— = f derivabila la dreapta in 0 si f;(0) = 1 . Deoarece
x0 0 X x0 0 X(X2+4) 4

f;(0) # f.(0) rezulta ca f nu este derivabild in 0.
¢) Functia g, fiind continua pe [—1, 1] , este marginita si isi atinge marginile.
99-g(-)
x=(=D
implica g(X) < g(-1),0x€ 1,a). De aici deducem ca minimul functiei continue g nu poate fi atins in —1.
Analog, minimul functiei continue g nu poate fi atins n 1. Deci minimul functiei g

este atins intr-un punct X, € L1).

2.a) F'(x) :(ax2 +(2a +b)x +b +c)ex.

Deoarece g'(—1) <0 exista a D(— 1, 1) asa Tncét <0,0x0€ 1,a). Aceasta

Deoarece F este o primitivialui f , rezulta F'(X) =f (X), [Ox Oy . Prin urmare rezulta a =1,b = -3,¢c =3.

—_

1 1
b) Aria ceruti este egala cuﬂ f (X)| dx = ”X(X —1) e‘dx = - X(X —1) e*dx . Dar
0

0

(=]

j.x(x—l)exdx :(x2 -3X +3)ex !

0

=€ —3. Deci aria ceruti este egali cu 3-¢.

c)Vol (Cf ) = lTj. f2(x)dx = 77.lfx2 (1-x)" edx = qlt(x4 -2x° +x2)e“dx.
0 0 0

Fie G(x) :(ax4 +bx® +cx? +dx +p)e2x o primitiva a lui g (X) :(x4 -2x3 +x2)e2". DinG'(x)=g(x),Ox0Oy

rezulta a =l,b:—2,c :Z,d =—Z,p :1
2 2 2 4
1 2
1 7, 7 T\ .1 15*-7
Prin urmareI(X4 —92y3 +X2)ezde :(—X4 o3 +y2 =Ly +_jez)( 15 deci
0 2 2 2 4 0

vol (¢, )= (15¢° -7).
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Solutie

1. —/8 =3{-28=02 -32.
2 T {62}

s2-2p=13 p=6
3. 2)( :t’tz —-10t+16 =0 tD{Z,g XD{1,3} .

4. Cf=M,Af=x(x—l),x22, X(X2_1)+x(x—1)=30 X=5.

2
5. ORA=2i+j.0B=-i+] OAIDB=|oA 1003(@’%), ‘(oA)— 242)+10
Ao N A v e

cos(OA OB) = ?3

1
6. ctgx=3 tgx=§ tg 2X =———=

Solutie
L)ty =205, < 3y Y =b 5, +a Gy Deci X3 +vo =(a° 407 G +37)
S CYR AN CA R
(dy), . dy=x3 +yy,0M }

" sunt marginite daca i numai daca girul

este marginit.
n
Ay = (a2 +02) @, dy=(a” +0%) (¢ +¥3) al+b’<l  d <x2+y2,00 }
deci . Daca atunci
a’+b*>1  (d,) .
Daca sirul este nemarginit.

cos” —sinﬂ
) 3 X
lo)A=20 3 3.0 % gt

nri
X, —Z"DXOIZtos T _y, Gin”
Yn Yo 3 0 3

. T
sin— cos—
3

3
De aici rezulta relatia ceruta.
2a)AZ 1, AT 2 1, A 21, A = 1 A = 1,000 ) AT = A AT = A7 AT 2 A3
De unde rezultd concluzia.
2b)G ={ 15, A, AZ,A3} formeaza un grup .Se arata ca A A OG, i, n {0,1,2,3}
sau se scrie tabla operatiei.
20) (1, +A+AT+ A7) +(1; +A +A +A7) . 4{1; A +A2 4A7) 4 =

1 0 0
0 2009 0  det(M)=2009
0 0 1
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Solutie
1.a) Succesiv rezulta:

lim fo0) _ \/x -3x+2 \3/x3 -3x+2 X’ X =3x+2 +2

1 X =1 x/l : x/‘l X—1 x/'l X 1

. [x=3x+2 . X =3x+2 .33 :
hms—z:ghm—3_ lim —::2 m_:_oo
x/1 (X—l); x1 (X—l) x/‘l 3(X 1) 1 X —1

b) Functia f este derivabild in orice punct X care satisface conditia x> =3x+2#0. Deci domeniul de
derivabilitate al functiei f este R \{ —2,1} .

X+1

J(x=1)(x +2)2

¢) Aplicind corect reguli de derivare, rezulta f'(x) =

Tabelul de variatie al functiei f este:

X —00 -2 -1 1 00
f'(x) +++++ | +++++ 0 ------ | ++++++

0 |-/ 0 7 1~ 0 /o

Din tabelul de variatie al functiei rezultd cd —1 i 1 sunt punctele de extrem ale
functiei f.
A B C

1
2. a) Descompunem 1in fractii simple : —m88H—=—+—+ .
) P ! P x(x+1)(x+2) x x+1 x+2

Rezultd] = A(x +1)(x +2) +Bx(x +2) +Cx(x +)sau (A+B+C)x* +(3A +2B +C)x +2A =l.

Astfel avem sistemul A+B +C =0,3A +2B +C =0,2A =1 care are solutia A=%, B=-1,C =l
_ 1 1 1 . y . .
Atunci: f(X)=—+ + . Primitiva se gseste imediat:
2X  X+1 2(x +2)
1/x X+2
If(x)dx=ljldx— —d +— I = ( )+C.
2J X X+1 2) x+2 X +1
1 1
b) Deoarece tU(lge Jrezulta t >1,t+1>2t+2 >3 tt+D)t+2)>6 ————-<-—.
) (I ) (t+D(t+2) () 6
p 1 -1

Atunci, pentru X >1 rezultaj' )(t +2 dt I6 dt = p

Egalitatea are loc dacd X =1.

1 2 1
1
¢) Utilizim schimbarea de variabild: x> =t . Rezultd I—dx— J' =— —d
31 1+x° b1+t?
T Loy L
Dar J’ —dx arctgt =— . Rezultd —dx
1+t2 4 1+x° 12
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Solutie

1. 2(a-bi)+a+bi =3 +4di=z=1-4i .

2. s(s2 —3p)=—18 .
3. 5 =t>0=1+t-2t> =0 t=1=x=0 .

4. Ty, =CK (az)g_k(%/'gjk,z(%k)—'; =4=k=6=T, .
5.0 =V = (0 -v)(u +0). (3 +2]) (2i+3]) =32 4283 =12.

6. BC=yAC? +AB? =13 R:%:%_

Solutie
1a) f(A)=A’=1,
1b) f(X+f(X))=AMX +AX)=AX +A* X =AX +X =X +f(X)
1.c) Fie f(X,)=f(X,)= AX, =AX, = X, = X,, deoarece Aeste inversabild, deci f este injectiva.
Fie Y OM, (R) .X = A" [Y este o preimagine a lui Y .Rezultd f este surjectivd, deci f este bijectiva
24
X,)YDM = AX =X A AN =Y A= AQXY)=(AX)Y =(X A)¥ =
X [ALY)=
Xy ) =(XI¥) A
2.b) Fie XY 0G=det(X)#0,det(Y)#0,det(X Y)#0si X Y OM = X [Y OG.

. a b a 0
XOMsi X = >X= .Cum det(X)20=a#0.
c d c a

0
x'= 2 0G
_c 1
a’? a

0

i a
2.c) Fie X :[
Cc a

-1 0
), X2 = I, = ¢ =0,a ==I.Deci existd un element de ordin doi : X :( J
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Solutie

. 2 : : .

1.a) Deoarece lim f(x) = 3 rezulta ca dreapta de ecuatie y = 3 este asimptota orizontala spre o .
X = —00

a,4 _S5+2n

b) Observam cé a, > 0, 00 n = 1. Deoarece
4+3n

<1, 0n =1, rezulta ca sirul este descrescator.

ay

. . 5 < 5 .. C .
Din0<a,<a;sia; :Zrezulta O<a, < 7 Un = 1, deci sirul este §i marginit.
Fiind descrescator si marginit, sirul este convergent , deci are limita.

. + - . .
Notdm lim a, =xUR . Dina_,, :% (4, rezultd x :gx , de unde x = 0. Prin urmare lima, =0.

n-oo n n - o

_ _ 42¢" O
(3e* +4)*’ (3e* +4)*’

Deoarece ¢ "(X) >0,[xOR rezultd ca f este convexa pe R, prin urmare nu are puncte de inflexiune.

¢) Din g(x) = f(e*) rezulta g’(x) = OXOR .Atunci g (X) OR.

2 a) I(l) f(e*)dx = ﬁ)&dx =3

1
=3.
0

b)Vol(C, ) = ﬂJ'ln xdx . DarJ’ln xdx =xIn X —X|; . RezultaVol(C, ) = ﬂJ'ln xdx =77.
1 1 1

e e
c) Pentru calculul integralei J' f(x)dx = J'\/ In XdX utilizim schimbarea de variabila
1 1

Jinx =t Inx=t> x=e' dx=2te'dt.Apoi x=1 t=0si x=e t=1.Deci

I

e 1 1 1 1 1
Jinxdx = [2te dt = [(e ) tdt =te”' |}, ~[e"dt =e ~[e"dt =e ~[e"x.
'l[nxx'!'e -!)’e e‘o-!e e'([e e.!ex

1 e 1 1
Prin urmare [€* dx + f(x)dx = eXdx +e —[eXdx =e
e g oo fergee]
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Solutie
2 2
+ +
110 0a=10F3 a2l ool 1700 10 s | 20n
a 11 a a

2. X% +4x+5=(x +2)7 +1210xOR,x% 2% 2= (% 1)+ 1210x0OR
(3 +ax+5)(x? +2x +2) 2 10xOR

3. x>0,log, (4x) =log, 4 +log, x =2 +log, X, log, x =t ,t* +t-2=0=t0{1; -}

XI:I{Z; l}
4

k
200-k -
4. Ty =Clio (¥%) (Zj Kko{0:1:2:..:200 22 k —%=O:>k=80:> Ty

N 3
1
5

5. m:—izéj y-1=—(x-2)= x-2y=0.

-8

6 m§= 1 ,a2=b2+02 —2bccosA:>a2=12,ma:\/7.
Solutie:
X, X 3
l.a) : :ADXO X =3,y =2. 2 = AD X, =17,y, =12.
Y Yo Y 2
X =3[ +4
1b) " n q/n“;Deci Xnss =6 Ky +X, =0,00 20

yn+2 =2 D(nﬂ +3 wnﬂ
1.c) Demonstrdm prin inductie. X, + Y, /2 =1,x ty, 2 =3 +242 .Presupunem adevarat pentru nsi
demonstrdm pentru n+1.

Xoot * Yoo V2 = 305, +413, +(26, +3y,)V2 = (3+262) fix, +y,32) =(3 +242)"".

2a)3x*=3 x*=1 xO L6

2.b)ord 3 =6

1
w >
1l
)
11
—

2.c) Presupunem ca f este un morfism de grupuri. f 0 =1;f 0 =f 2+2+2

contradictie.
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Solutie
1.a) Din X, =X +1rezultd X, —X, =X =X, +1 >0,0n=1, 0 n > 1, deci sirul este strict crescitor.

CumX, =X, sirul este mdrginit inferior. Demonstrdm cd sirul este nemdrginit superior. Intr-adevar,

presupunand cd este marginit superior, conform teoremei lui Weierstrass rezultd ca este convergent, deci are
limitd $i lim x, =x 0y . Trecand la limitd in relatia de recurentd $i, {indnd cont de teorema referitoare la

n— oo
operatii cu siruri care au limitd, rezultd x = x* + 1, de unde x> +x+1 = 0, deci xO{ \y , contradictie cu
x[Oy . Prin urmare Sirul dat este strict crescator Si nemdrginit superior, deci are limitd Si aceasta este co.

X*+X, X<0
b)f:y—»y,f(x)z{ .
arctgx, x>0
3x* +1, x <0
Functia f este derivabila pe fiecare din intervalele (—oo, 0) $i (0, ®) si f'(x) =1 1 . Apoi:
—_ >(
x> +1
, - T+
£0) = limT P TTO i XX o +1) =1
W X0 W X
: f(x)-f - -
£00 =lim =0 Aretgx=0 _,  arctgr=arctgo _ o100 =1.
o x70 5 x=0 5 x=0

Deoarece f,(0) = f,(0) =0rezultd f derivabild siin Osi f '(0) =0. Prin urmare, f este derivabila si

3x* +1, x<0
froy -y, F'00=7 1 :
x>0
X“+1
¢)Fieh:y, -y h(x)=f(x)-a+2Inx. Atunci h'(x)=2x—%.
X

Pentru x(y | , h'(x)=0 = X =1. Se obtine c& 1 este punct de minim, deci h(x)zh(l)=2—a,Dny>ir

Prin urmare , h (X) 20,01 y i daca si numai dacd a <2 . Deci cel mai mare numar real a cu proprietatea
certd este 2.

1 1
2.a) f xf (x)dx = I xe ¥ dx . Se utilizeaz schimbarea de variabild X’ =t . Se obtine:
0 0
11
. _5(1 ).

0
b) Suntem in cazul 0 Aplicadm regula lui 1"Hospital:

1 _ll_t_11 RS
gxf(x)dx—age dt-—Eg(e )dt——Ee

. F (cos X) -F@ i —sin XF'(cos X)

lim v lim x ; apoi:

—sin XF'(cos X i
lim (cos x) = tim[ =3 F (cos %) | = =L F(1) = —Le.
x=0 2X x-0 2X 2 2

0) g'(x)=F'(x)+ f'(x) =  (x) —2xe™" =(1 -2x)e™

Tabelul de variatie al functiei ¢ este:

1 +00
X —00 —
2

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro




Varianta 58 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Solutie

1+4i 1-4i _64

" 4+70 4-Ti 65

2. xv=—£ x=1.
2a

3. 3X:t,t>0,3t+%:10 t0 %;3 xOf 11}.

4. Numarul cazurilor posibile este 2008:2 =1004 . Numdrul cazurilor favorabile se obtine din
335

30,30,...,3[669 670:2=335. p=—+-.
1004

5. mg==2 m:—%,y—zzé(xﬂ) X=2y+1=0 .

6. M mmmmnm[scycMA:%AM,AMememmgme AM? =AB*-BM® AM =4.

Deci GM :ﬂ.
3
Solutie
be a Xty a
18) d=— f(x):iaz,
a d c
C X+—
c

1.b) Fie X;,%, >0a.. f(X,)Z f (Xz) X, (ad —bc) =X, (ad —bc),deci X; =X, , adica f este injectiva.
_ax+b _ax+h,

= .Presupunem adevératd pentru nsi
cx+d ¢x+d,

1.c) Inductie dupd n.Pentru n=1  f(x)

a, f(x)+h
demonstram pentru n+1. fo fo...o f (X) =@ =
¢, f(x)+d,
n+l
M, deoarece A" = A" [A = & by A.
Cn+1X+dn+I Ca dn

. 1 0 a 0 0 b a+l b
2a) Fie X OG, X= + + = detX =a+1#0.
01 00 00 0 1
2.b) A?=A,B? =0,,AB=B,B[A=0,.
Fie X;,X,0G;X= |+ aAr bB,X,= I+ aA+ bB
X, DX, =1, +(a +a +aa')A +(b +b’ +bb')B, a+a +aa #-1.
b

(Xl)_l =1, ‘%A—EB , deci G este un grup.

2.0) X?=1, X=1,-2A+bB,bOR.
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Solutie

1.a) Cum lim f (x) =1lim

X x-o]4+X

. . T
~=0silim g (x) =limarctgx =—, rezulta
X — 00 X — 00 2

lim (f ()g(x) =lim f () Tim g(x) =0 dzz =0.

X - 00 X

, 1-x°
b) f este derivabilasi f'(X) =————,Ox0y .
()
Semnul derivatei:
X | -1 1
f'(x) ‘ ———————— 0+ttt 0 ----mmee---

Tinand cont de semnul derivatei, rezultd ca — 1 este punct de minim local, iar 1 este punct de maxim local.
2
' X
¢) Consideram functia h:y — 'y ,h(x) = f(x) = g(x).Rezulta h'(X) = ——————. Deoarece

(1)

h'(x)<0,0Ox 0 (0, 00) , rezultd cd h este descrescatoare pe (0, 00) . Deci

h(x) <h(0), 0x0(0,00) = h(x) <0, X0 (0,e0) = 1+XX2

<arctgx, Ox 0(0, )

2.a) Functia f este continua pe [0, 1] , deci este integrabila pe acest interval.
Functia g :[1,2] -VY,0 (X) = xIn x este continud, deci este integrabila pe [1,2] .
Deoarece f (X) =g (X), Ox D[1,2] \{1} , rezulta ca f este integrabila pe [1, 2] .
Fiind integrabila pe [0, 1] si pe [1,2] , rezulta f integrabila pe[O, 2] .

b) Fie F o primitiva a functiei @:[1,00) -y , ¢(t) =tInt. Atunci: jtlntdt =F(x)-F().
1

J)itln tdt

Rezulta lim - _lim PO -FD
xOl X—= 1 xOl X _1

=F;(1). Deoarece F (1) =@(1) =0 rezultd ca limita este egala cu 0.

N b
c) In cazul respectiv, deoarece f este continud, ea admite o primitiva F si Ia f(x)dx =F (b) -F ( a) .

Fie t0(0,2) . Consideram functia. §:[0,2] -y ,8(x) = F(x) = f (H)x
Functia @ [O, 2] Y ,0(x) =F(X)— f ()X este derivabila si@'(x) = F'(x) = f (t) = f (x) = f (1).

Deoarece f este strict crescitoare, rezultd ci @ este strict negativi la stAnga lui t, respectiv strict pozitivi la
dreapta lui t. Aceasta probeaza ca functia @ este strict descrescatoare la stanga lui t, respectiv strict

crescatoare la dreapta lui t. Prin urmare @ nu este injectiva, deci exista a, bO [0, 1] ,& b, astfel incat

8(a) = 8(b), cea ce implica F(a) - f (t)a =F(b) = f ()b = F(a)-F(b) =(a -b) f ().
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Solutie

(31+1) 01

1. Numarul termenilor este egal cu 11, ratia egald cu 3. 1+4 +7 +... +31 = =176.

2. Xx<3=-x+3-x+4 =1=xM ,x0[3,4) = x-3-x+4 =1=x0[3,4),
X>4=Xx-3+x-4=1=x=4.Deci x0[3.4].

bt

1.5 1
1 =t,t+-===t0:2;— 019;43
0g3 X e { 2}:x { \/_}

4. Numadrul cazurilor posibile 2008:2 =1004 . Numdrul cazurilor favorabile 251.p = %

5. J(m-2)? +(2-m)* =4.m0f 29}

)
Ccos X 1-sin” x . 1
—=6= 3 =36=>sin’x=— .
sin X sin” X 7

6. ctgx=6=

Solutie

1a)A=Mm—4¢m:mm\q%}
1b) m=2
7

2
1.c) d, nd; ={(7.-3} :(7.-3) Od, = m ==

A

2.a) detA=m D% l}. Cum (] 5.t [)]este un corp comutativ , rezultd ca Aeste inversabila.
Se arataca: ABA=B

m n m n
2b) |[H[=10.Fie X, X, OH =X, = » « [ X,=| » .
0 1 0 1

mm  mn +n (o
X X, = . A UH , deoarece mm D% 1}.
0 1
2 A A
m mn+n 1 0 A A A A A
20) XP =1y, X, 21, = ~ |=|, . |=m’=lsin m+1|=0.Pentru m=1,n=0= X, =1,,
0 1 0 1

A

fals. Pentru m=-1,n07 5 = 5 solutii.
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Solutie
3 3 3
+ + +
f) = XX si X TX = X X rezultd lim )
fOX+D)  (x+D> +x+1  (x+1> +x+1 x> +3x> +4x +2 X0 f(X+1)

1.a) Deoarece

b) Deoarece f'( ) =3x% +1>0, rezultd caf este strict crescitoare , deci este injectiva.

Cum lim f(X)=—o0 hm f(X) =00, iar f este strict crescatoare si continua rezultd Im f =y , deci

X — —00

f este surjectiva. F11nd injectiva si surjectiva f este bijectiva, deci este inversabila.
¢)Notam f'=gsi g(x)=y.Rezulti X=0" (y) = X=Tf(y).Atunci X - ® = y — o Prin urmare:

limd 00 i 900 _
X = 00 %/; X -0 %/; ywoﬂf(y y~°°3¢y +

Ve 0

2.a) I f(x)dx = J' f (x)dx + I f (x)dx . Utilizand schimbarea de variabild X = -t
- /i 0

0 0 m m m

T
rezulta J' f(x)dx = —J' f(-t)dt =J' f(t)dt = —J' f(dt = —I f (x)dx si astfel se obtine ca J' f(x)dx=0.
0 0 =

sSin X

( ) 2 2 26_ 2 o _ E
b) I—dX IX dx. DarIX dx =2¢* = ?—20 .RezultaC—\/ZD(lﬁ).

X, =2n7T. Atunci lim F(x;) = -w.

C) F( ) ( —X +2)cosX +2xsin X . Considerdm snul( )n>1’
N - o

Considerand sirul (X,'1 )n

T <1 ' . . .
L0 Xn =207 +E rezultd lim F (Xn) =00 Prin urmare functia F nu are limitd la o .

n - o
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Solutie

3¥-1 -1 3¥-1_
= =2 =
3-1 2 2

1. 1+343%+..+3% = 3 -1<3’.

2. x13+x§:s(s2 —3p),s=—5,p=—7: x13+xg=—5(25 —3(—7)) =23007%.
15 1 _
3. logSX—t,t+E—§:>tD{2,§}:>X[I{ZS,\/g},

(2x-3)(2x -4)
2

C? =3 Deci x=3.

y+2 _Xx+3

3+2 243

6. 03 =[u] i]cos (i) = cos{(iv)) =

4, 2x-322, =6=>x=3 .

= X-y+1=0.

Solutie
1a) f(A)=A" =0,
1b) f(f(X))=f(AX)=A’X =0,
1.c) Presupunem f(X)+ f (Y)=I2 A(X +Y) =1, i aplicam pe
£ f(A(X+Y))=f(1,) A*(X+Y)=A 0,=A, contradictie.
01

2a) A = AA!

o =13 oy ADP

2b)Fie ABOP,AIAS I, det(ADA')=1  det(A)et(A)=1  det(A)#0
A inversabila A'=A"' P =GL,(R)=grup
20) X =A™ Bidet(X) =(det A (fdet B) 20 X OGL, (Rf P
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Solutie

1 X
1.a) Deoarece f'(X) = E rezultd urmdtorul tabel de variatie:
1+31+X> A1+X
(0]

X -0 0
f'(x) - 0 + . o
. Se observa ca cea mai mica valoare este In 2.
f(x) | O In2 L
1
b) Cume'® =1+1+x>sig'(X) = : rezultd (e’ ™ =1) g'(x) =1.
1+x

1
¢) Fie functiag:y — Yy, @(X) = g(X) —X. Rezultd ¢'(X) = (1 + X2) 2 —1 .Deoarece ¢'(X) <0,X0 y
rezultd @ strict descrescatoare pe Y . Prin urmare, pentru orice X >0 rezultd @(X) <@(0). Cum ¢(0) =0, se
obtine inegalitatea ceruta.
4 x |1

1
~ X
2.a) Intr-adevar f este derivabild si f(0) = f (1) =0, iarJ f(x)dx = > -x’ +5 0 =0.
0

1
b) Deoarece f(X)=ax’ +bx* +cx +d,a 20, rezultd J f (x)dx :%+% +% +d si
0

f(0)=d, f(1)=a+b +c +d . Prin urmare, conditia f [ M este echivalentd cu

atb+c=0 33 a
a b c ,deunde: ally,a& 0,b=- —,= —,d]J y.Rezultd
FAERER 22

f(x)=ax’ —%axz +%x +d,a 0Oy,a# 0,dJ y . Atunci f[%jzd =£(0).

1
¢) Aplicdm teorema de medie. Deci C [ (0,1) astfel incat j f(x)dx = f(c) .Rezulta f(c)= f(0) si f(c)= f(1).
0

Conform teoremei lui Rolle, existd a [0(0,¢) si SO(c,1) astfel incat f'(a) =0, f'(B) =0.
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Solutie

L 2(1-x)=x+1+4= x=-1

N

f(0)=6,f(x)=0=x0{I 6} = A(0;-6),B(1;0),C(-6:0)
sinX=—1,XD{€ l)k arcsin(— 1} kﬂ‘l@ Z},XD{M;“”}.
2 2 6 6

4. Numarul cazurilor posibile este 25 . Numdrul cazurilor favorabile este

w

15

CZ=15.p=—.

6 S
— + + — - =
5. ig=atBTle r3B e 7o =61 +6].

6. (20+v)dfav-u)=4uv —20° +27 -0V =30V 20”42V,

3V-20" +2v° =302 % —2m+2 m2,(2a+0) E@z&—a) =9,

Solutie
1 a by(1l ¢ d) (1 a+c b+d
1a) M, Mg =|0 1 0[O 1 0[=/0 1 0 |=Mascpra
00 1)0 0 1 0 0 1
1.b) Mg, =I5 este elementul neutru .Pentru orice matrice M, , O0G , existd matriceaM_, o, 0G af.
Map MM_p 5 =Moo =M_g p Myp. . Mgy Map =Meiagap =Maigpig =Map Mg
0 ab
1c) Mgy -Mip =M =| -a 0 0|=det(M)=0;
b 0 0
Dacd a=0,b OR"= rang(M)=1;Dacd a=0,b=0= rang(M)=0.
Daci aOR"= rang(M)=2.
2a) ord(e)=1,o0rd (a) =ord (b) =ord (C) =2 .Deci x =e este unica solutie.
2.0) 00 K2 e= K egie comutativ
Daca ab=a=b=e s
Daca ab=b=a=e gy

_ -l _
Daci @b=e=b=a" =a a5 Decj aD=C

2.c) Nu sunt izomorfe deoarece K nu este ciclic si Z, este ciclic fiind generat de 1.
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Solutie
1.a) f este continud pe fiecare dintre intervalele (—00,1) si (1, 00) , deoarece pe fiecare dintre intervalele

(—00,1) si (1,00) f se obtine prin operatii cu functii continue. f este continud in 1 daca lim f (X) =f (1) .

X1
In X i In(1+t)

Deoarece lim f (X) =lim =1=f (1) rezulta f continua in 1. Rezulta f continud pe R .

X -1 x-1 x—1 t-0 t
0 . . . . Inx=(x-1) _ 1-x
b) Suntem in cazul — . Aplicim regula lui 1" Hospital. Rezultd lim ————"=1lim———.
0 = (x-1) x-12x(x~1)
I-x 1
Dar lim———— = ——. Deci limita este —l.
x-12x(x~1) 2

c) Deoarece se obtine prin operatii cu functii derivabile, functia f este derivabila pe (0, 00) \{ 1} .

X—=1-XIn X

Inplus, f'(x) ==——=,Ox0(00 )\{1 .
x(x—l)
f(x)-1_.. f(x)-f(1) o '
Cum lim——>— =lim————* = —— rezultd ca f este derivabiliin X =1 si
x-1 x=1 x-1 x-1 2
, . e 1
(1) =tim £ (x) ==

Deoarece 1 —l —-Inx <0,0x 0 (090 ) rezulta f '(x) <0, 0Ox D(O:;o ) , deci functia
X

f este strict descrescatoare.

2.a) Fie F:R - Ro primitivd pe R a lui f. Atunci f este derivabild pe Rsi F'(x)= f (x),Ox0OR. Deci
F'(X) =1In(1 +sin’ X),OXOR . Deoarece 1+ sin? x 21 rezultd F'(X) =In(1+ sin? X) 20,[x R . Prin urmare
F este crescatoare pe R

b) I;T f (X)cosdx = Ionln(l +sin? X)cos xdx .

. . C L (T 0 2
Utilizam schimbarea de variabild sin X =t .Rezulta I 0 f (X)cosdx = Io In (1 +t )dt =0

c) Functia f , fiind continud pe R, admite primitive pe R . Fie F o primitivd pe Ralui f .
Atunci F este derivabilipe R si F'(x) = f(x),xOR.
In plus, g (X) = J- f(tydt=F (arcsin X) -F (%Tj, de unde rezulta ca g este derivabila pe (—1, 1)

s

4

! (arcsm X) ! In (1 +X2) . Deci

Ji-x2 1-x°
9:(-L1) - Rsi g'(x) \/_ln(1+x2)

g'(x) =arcsin' X [F' (arcsm X)

—
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Solutie

1 6% =x(x-5) x=9.

2. 1(-1)==2 f(20f-2))=10 f(20ft(-1)))=10.

3. 2X+’—T=X—£+2k77',k 0Z x=rm2x + X +fﬂ+2k nk 0z x0O 02—774—75 7T . Deci
2 2 2 2 373

xO O;z—n;ﬂ‘,ﬂ;Zﬂ .
3 3

4, Cazul 1: 4k =20 k=5
Cazul 2: 4k +20=48 k=7

kO{5.7}

5. 2Xy =Xa +XN.2XN =Xg tXm Xy =4Xy =5
2Ym =Ya TYN-2YN =YR tYM Ym =3.yny =4 . deci M(4; 3) , N(S ; 4) .

2 2
& (ar) ~(a+2)

<0,ald U a0; 1,2 . Doar pentru a =2 se obtine triunghi .
2a(a+1) } {13 P ! g

Solutie

6 2
1.a) B? :[ ] =2B
-6 -2

2 _ 2 b —oh e 2 _
1b) A>=2A=a’=hc=2a;b(a +d) =2b; c(a+d) =2c;bc +d =2d [y, %

20
— — — 2 _ 2 _ — —
bz0=a+d _z’contradicgie.Deci b =0.Analog C—O'a =2a,d” =2d :>A—[0 2] =2A

1.c) d =2-a;det(A) =ad ~bc =a(2 -a) -bc =0.
2.a) Aplicdm algoritmul lui Eucid.

X0 -1 =(x4 —1) o +(x2 —1)

x*=1=(x =1) 0* +1), deci (f,g)=x -1

2.b) 8 solutii distincte.

2.c) f(x)=(x-1)x +1) [(]x2 +1)
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Solutie
1.a) Deoarece f, (X) = x> +Inx, rezulta f, (x) =2x o1 >0,041 (0,0). Deci f, strict crescatoare pe
X
intervalul (0, 00) .
b) Cum f, (1] . (1) = (Ln —1] [0 <0 rezultd cd ecuatia f,(x)=0are cel putin o rdddcind reald, situatd in
€ e
intervalul (l, 1) .Cum f, este strict crescdtoare raddcina este unica.
e
c) Rezultd lim I S lim 3 - .
x-1 f,(x) =1 x-1) x-1{x*>+Inx-1 x-1
Pentru calcul limitei lim( > - ] se utilizeaza schimbarea de variabila
x>\ x“+Inx-1 X-1
2
-y —In(y +1
y =Xx—1. Se obtine lim 5 3 1 = lim 3y y2 (y )
y=0{ (y+1)> +In(y +1) -1 Y | y-0y’ +2y* +yln(y +1)
si se aplica regula lui 1” Hospital.
y
_2 —
y-y’ ~In(y +1) YTy

Rezultd lim = lim , de unde

y-0y3 +2y? +yln(y +1) Y=03y2 L4y +In(y +1) LY

y+l1
2T 1+1 3
b 1 y+1 ~7s
y*03y+4+n(y ), 1
y y+l

2. a) Considerdm functiile, g :[—27‘[,0] -R,g (X) = X3§i H :(0,00) - R, h:[0,2771 SR, h(X) =]+sinX.
Deoarece f (X) =g (X), D)E—[ 2, 0] \{0} Si g este integrabild pe [—27‘[, 0] rezultd f integrabild pe [—27‘[, 0] .
Analog, deoarece f (X) =h (X), O [0,27‘1] si h este integrabild pe [0,2771 rezultd f integrabild pe[O,Zn} .
Prin urmare f este integrabild pe [—27‘[, 0] D[0,2I}= [— 2m2 }’T

b) J'_TZ f(x)dx = Ii f (x)dx +j0nf () dx

= —igifonf(x)dxzjon(1+sinx)dx =(x —cosX)Z)TZTH-l,

x* 0

Cum“‘if(x)dxzj.ix3 dx = 1 -1

rezultd I_TE f(x)dx=T1 —%

¢) Inductie matematicé.
2

(Z)T[ =2 T, rezultd I f (X)dx <2
0

Cum jozn(l +sin X) dx = (X —Cos X)

2 _ - . < « (2
Presupunemj On " (x)dx < 2" 1t si demonstram c& IOH f'(x)dx<2"m

. .o < . -1 -1
Deoarece 0<1+sinX <2 $i sinX <1rezulta (1+sm X)n <2l Si

(1 +sin X)n_1 sin X < (1 +sin X)n_l , rezultd
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Solutie

4n+1) 4n _ 12

I 8 =8 = n+4 n+3 (n+3)(n+4)

any —a, >0,0M 3} sirul este crescator .

2 ax+l=ol 22x+6 ¢ 43x-5=0 xO- 21 A —éﬁg,B(Lﬂ
2 24
3. x—’—T=3x+£+2kn,k[IZ xO ﬂﬂ—”
4 4 474
x-T=ax-Ta(2k +1)mkOz xO L3I
4 4 4747474

m_3_2

2
6. %%&%g:o ACOBD AB?=0B?+0A%,CD?>=0D?+0C?,
AD? =0D? +0A? BC?>=0C? +0B>  AB?+CD? =AD? +BC?.

Solutie

b by (-a -b 0 b
me:a mkﬁx:a =@ =a=d=0;c=-.X=
c d c d -c —-d -b 0

det(X)=b" 20.

) 0 a 0 b -ab 0 t
1.c)Fie ABOQ= A= ,B= . AB= =(AB) = ABOP
-a 0 -b 0 0 -ab

2a) f'(x) =3x2 +4x +3 >0,0x0y = f este strict crescitoare.

lim f (X) =—o0, lim f (X) =o, f este continud deci are P.D=> f (X) =0 are o unica
X — —00 X -0

solutie reald.
2b) f(ojzl,f(lJﬂ

2.c) Daca f =ghoo,grad (h) >1,grad (h) 21= f =gh, deci f este reductibil, contradictie.
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Solutie
1.a) Dacax[ | ,atunci|f (X)|S|X| = |X|S|X|,evident. DacaxOy \ ], atunci|f (X)|S|X| o ‘X3‘S|X| si

‘X3‘S|X| = |X|(|X|2—1)S1,evident pentruXD{- l,l]e:» |X.|k_ 1

b) Din | f (x)|<

X

, D)D—[ 1,1] rezulta lim f (X) =0.Cum f (O) =0 rezultd ca f este continua in origine.
X-0
Deci f este continud in origine.

¢) Deoarece lim f (x) =0 rezultd ci pentru orice sir (x,) _, care are limita 0, sirul ( f (x, ))n>1
X = 2 >

are limita 0.In particular considerand X, = , rezultd lim f (xn)= lim f

1 1
Jr s )zt )0
2.a) f este continua si derivabila. Din continuitatea lui f rezultd b =0.
Apoi f'(x)=ae* +axe* =1, < 0 si f'(x) =cosx —xsinx, e 0.
Cu o consecintd a teoremei lui Lagrange rezulta

lim f'(x) =lim f'(x) = f'(0) > a-1=1=a=2.
b) [ foodx={" foodx+[ ' fxdx.

Dar I_Onf (x)dx :J‘i_[XCOS xdx =J'(_)nx(sin x) dx = —J. 0_1sTin xdx =I 0_(1005 x) dx =2, iar

IOI f (x)dx = j01(2xex —x)dx =%. Rezultéj‘_lnf (x)dx =%.

¢) Daci b=0, atuncil,, = I;Tx” f(x)dx = I;Tx“” cos xdx =I0nx”+1 (sinX)'dx = —(n +1).[07§<” sin xdx .
Cum O] }" si OQ [0,77], x"sinx 20, rezulta 1, <0,0= 1. Apoi

1, =—(n+1) j(’:x“sin xdx =(n +1)j0"x“(cos x)'dx =«n )’ A Hl,_,.Cum I,_, <0,0m 2 rezulta

I, =—-(n+D1', (h> 2. Deoarece lim (—(n +1)77”) = —oo rezultd lim J‘;Txn f(x)dx = lim I, = —c0.

n— o n-oo n-oo
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Solutie
1. apy —ay =(n+1)" =(n +1) =n? +n,a,, —a, =2n,
a4 —ay >0,01] N (a“)n [ D €ste strict monoton .
2. f(x)=(x+1)*,(fag)(=(x-2008 +1)* =(x -2007)* 20,30 y .
3. x+7—T:£—x +kmk OZ x+7—T=iT—x +kmk OZ .
3 2 3 2

4. x23,C7 =x-1,CL, :w,x2 -x-16<0 xO{34}.

s MMzl g 2
m+2 4m -8 3
6. th=tg(7T—(A+B))=—tg(A+B),tg(A+B):M gc=1 c=2
1-tgAtgB 4
Solutie
1 Y—X y'AX—XA t= =3
'a)Fie =, = =X,y =3z
x X
1.b) det(X)=x*>-3y* =0;Daca y=0 x=0 X =0,.Daci yz0 = =3 =[Ok /3,
(%) : , = Lo
contradictie.
a 3b c 3d +3bd bc +ad
10) . X= Y= abcdOz  xy= 2c+3bd 3(bc+ad)
Daca b a d ¢ bc+ad  ac+3bd
Utilizand metoda inductiei matematice,rezultd concluzia.
2a) f(1)=0
5 2
2.b) X -2 XX; =-5
; 1 z 1)

1<i<j<5

2.c) f(x)=(x —1)(x4 +3x2 +2X +2); x* +3x% +2x +2 :(x2 +1)2 +(x +1)2 >0
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L X+2 _ . o _ 1 _l 3
1.a) f(x)=In . =In(x +2) ~Inx. Rezultd f'(X) e X,xD 00,-2) 0 (00 ).

c e 1 1 _ 4x+4
Apoi f (X)_X_Z_(x+2)2 —Xz(x+2)2,XD60072)D (@2 )

Daca x Déoo T 2) atunci 0>x+2 >x, deci (X + 2)2 <x? sirezulta f' (X) <0, deci f este concava pe

(m.-2).

1
b) a, =In T%ﬁﬁﬂ ﬂ1+1£+2 (n2+ ).Deci a, :ln(n+1)2(n+2) —lnn(n2+1) :lnn:2.

n+2
Rezultd lim a, = lim In
n-o n-oo n+1

c) Considerdm functiah: [1 2] >y, h( )
h

=0.

( —1) (X) . Aplicdm teorema lui Lagrange functiei h.

= f
Deci exista ¢ D(O,l) astfel incat h'(c) M ,de unde f (C) + (C —1) f'(C) =f (2) .

1 _1 X .1 X ( 2)’
2 X ()00 [t moi =g [

Decij[xf(x)dx——ll(idx—larctg( )1 =
4 2 1+( ) 2 0 8

<
2

1
b) Se observa ca "

<1,04 [O, 1] . Aplicand proprietatea de monotonie a integralei rezulta
+X

1+x*
1 1

‘;[1 +1X2 dx < J'—dX < ldX de unde J' dX <lI.

fOFO-F®)?’ t
7 dt: _ 7
o] (f(1)? { ( f(x) f(0)

0

1

4x° !
rezultd f '(0) =0. Deci J’g(X)dX =J'
0 0

)

f'(x)

f(x)

Deoarece f'(X)=— dx =1nf(x)i)=ln2.
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Solutie

l.Ratiaeste: 17-13=4.a,=a;-4=9 a =a, -4=5.

2. f(-x)=(—x)’ +2sin( %) =—f (x),00 R functiaf este impara .
3. tgx=—£ xo- % k7id Z xO S—ITM
3 6 6 6
4. Numarul cazurilor posibile este 900 . Numarul cazurilor favorabile se obtine din
a+b+c:4,mMea[HL2ww%,mrbx[HOJW”%,daﬁsmnIOauuﬁ.pZAELZAL.
900 90
5. -Mp-12 o =2t
3 2 2
a
2tg =
6. sina = 20 sina=£
1+tg> =
g 2
Solutie:
la)a=2,b=0
1b)a=4bz-2
lc)az4b=-a+2 Xx,y,z0Z .Pentru a=4,b=-2.
000
1.c) In egalitatea X2 =05trecand la determinant se obtine a =0.Cum X=0 0 0 ,bc 0Z, verifica
b c 0

egalitatea X 2= 05, rezultd cd avem 4 solutii.
2.a) Cum a,b,c0Z, si variazd independent , rezultd cd A are 8 elemente

a 00 aoo0 a 00 ) .
20) 00 a 000 a 0 =10 a* 0 .Dacda=0 X>=0;.Dacia=1 X>=I,.
0 0a 00 a 0 0 a2

2.c) a=0,b,c0Z, 4 solutii.

a b
. 1-a?
Daca b#0 atunci €= b A= 1-32 ,alR, 0 R
—a
b
o . . Lo 1 0 -1 0
Dacd b=0 , atunci cOR,a= 1,a]-{ 1,1}§10b§mem A= 1 sau A= 1 ,CcOR.
c - C
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Solutie
la) f '(x) =1+e*20,0xOR, deci f este strict crescatoare pe R .Rezulta cdeste injectiva. Deoarece

lim f(x)=-c, lim f(x)=co sifeste continud rezultd Im f =R. Prin urmare f este surjectiva.
X — 00

lé;mz injectiva Si surjectiva, f este bijectiva.

b) Fie functia h: R - R, h(X) =x+e* —(2X +1). Deci h(X) =e* -x-1.
Rezultd h' (X) =e* —1si urmatorul tabel de variatie:

Din tabelul de variatie rezultah(x) =x +e* —(2x +1)20,0xOR, de unde
f(x)=2x+1,0x0OR

Rezultd f (I) =1+Il, de unde | +e =1+1 cu solutia unica | =0.

2.a) Deoarece F este o primitiva pe R a functiei f, atunci F'(x) =f (x), IxOR.
Deci (4F (x))' =4f (x) =4sin’ Xcos X.

Apoi (sin4 X) =4sin> xcos x. Deci existd cJR astfel incat 4F (x) = sin*x +c.

m

b) Aria subgraficului este IOE f (t)dt .

" n n
Darf f (t)dt:lsin“t 2 .Cum Lsint[2 =1 a = 0 0
0 4 0 0 4 f (x) ————— 0  +++++++
f (X) 00 Ny 0 Y 00

< x . 1
rezultd cd aria cerutd este T
c) J': f 201 (x)dx = J‘ Onsin6n+3 xcos>"* xdx . Pentru calculul integralei I;Tsiném3 xcos>™! xdx utilizém

: - 5 T e 2n+l I 3n+ 230+
schimbarea de variabildcos x =t. Rezultaj'0 f (X)dx = —J’_lt (1 -t ) dt.
3n+l Ul 3n+1
Deoarece functia f :[—1,1] SR, f (t) =3 (1 —t2) rezultaJ’_ltSr'+1 (1 _,[2) dt =0,

deci f: £20*1 (x)dx =0 .
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Solutie

1 (2+i)(3-2i) =8 i, (1-2i)(2~i) =-5i= 8 -6i

[\

- F(0)=3x~[3x],
f(x+;):{3(x +i]} ={3x+} =3x +1 {3x #] Bx 4 34 4 3x [3] 3¢ (.00 y =

1 . ..
= 3 este o perioada a functiei f .

)
3. x=mverifica ecuatia. tg§:t:>sinx=i,cosxzi,t =L:> XD{E,H}.
2 1+t 1+t 3 3
Cao _ 200 o1t _11
Cgo 10!10! 20! 10
5. m+4=2+2,n+5 =3 +2= (m,n) =(0;0).
. 2
sz:4:1 cos X=l6:>coszx=i
COS X (;052)( 1
Solutie
laym=7
4m-3 3m+4 2m -9 12 -m
1.b) M, (L1);M R M R ,mO7.
R A

Consideram m =25k +7,k (]

1c) s =%[]]A|,A =%(—m +7)(14 -2m);S =1 = m0{2,13

2a) f(-1)=0

2) f(x)=(x+1)(2x* ~(a +2)x +2); Radacinile sunt reale pentru a0 = 6] [2 )

1
2.0) X =-1;% :X—;|x2|+|x3|:2 =|% F1 < alf 6,2)
2
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Varianta 66 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie

1-vx* =1, x0fe0 1] O[ke )

1.a) Explicitind modulul, rezultd f ()= , de unde rezultd

1-V1-x*,xOF 1,1)

X
f'(x)= .
(x) — oaH 11)
X“ =1
. . . . . f(x) .
b) Ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f este y =mx +n, undem = lim ——*=si
X — 00 X

n= lim(f(x)—mx).Deci:

X — 00
— 2_
m:llmﬂzhmwzhm l_ 1_1 __1
X—0 X X — 00 X X0 X X
n=1lim ( f (x) -mx =1im(x —x2 -1 +1) —fm 4 =3
Jim (£ (x) ~mx) = lim i e

Prin urmare, ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f este y = —-x +1.
C) Pentru x D[lqo ) rezulti 1— x> <0, deci 1- x> < [‘1 - Xz‘ . Prin urmare

1- ‘1—x2‘

0s——<1.00 (V& ). Deci-1=g(x)<1.00 (V& )

X
_ 2
Deoarece lim g (X) = lim =312 X

1
——— =1lim =—, functia g poate fi
2 ’ ’
X0 X-0 x-0 2 2 2
o0 X X i1+\/1—x ,

. : o 1
prelungita prin continuitate Tn 0 punand ¢ (O) = 3

Cum g este continud pe intervalul 0,42 , rezulti ca pe acest interval g este

X)<M.00 042 .
Cum|g(x)|£1,D)D (\/én, )rezulté‘g(x)‘Smax{l,M},D)D [@, )

Aceasta probeaza ca g este marginita.
3/4 2t +1 /4 2t +1

dt . Utilizam schimbarea de variabila \/1-t =u = t =1 —u2, L1 10,1f .
)I() f(\/_) .[0 1-J1- [ ]
3/4 2t+1 314 2t +1 172 3 —y? 1/2 3u -u’ B
Decn_[o .[0 - ,_dt = J'l - Rudu =2J'0 = [du =
32 1/2
_2_[”2 - du =2 u?+u-2 2 =S oy () [T =2 dn2
0 - 0 u-1 2 0 64

3
b) Utilizdm schimbarea de variabila g (X) =t = x=f (t) .
3 1
Astfel rezulta Ig dX Itf dt apoi aplicam integrarea prin parti.

Deci}g(x)dx:}tf'(t)dt:tf(t)lo } —J’f X)dx =3 }f
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Solutie

1.,b> =624 by=12 q:Eizz b =3.
2

2. 3-m?>0 mI]€ ﬁ;ﬁ).
\/§ 'HZJT:Q si 3 1 4”:—@

3. sin’—T:—,m in— =0,sin—
3 2 3 2 3 3 2
sing+sin¥+sin3?ﬂ+sin4—ﬂ=ﬁ.

3 2

4. Numarul cazurilor posibile este: 33 . Numérul cazurilor favorabile este : 31=6 p=

5GPl EBIER ol
AB 3 3 3

N-REN)

6. cos2a =2cos’a -1 cosZa’zg.

Solutie
1.a) detA=(m-1)’
1.b)Daca m#1=rangA=3.Daca m=1=rangA=1
1.¢) Caz de incompatibilitate M=1.

3 -3

Daca MOZ\{} = XZ iy 202 = Deci m|3=m0O§{ 2,0,2,4}

2a) Calcul direct

2.b) a=[1234], 5 =[1342] . . .
Sau se calculeaza puterile consecutive ale lui a,f.

20) (B =a" X = ax=x[B y=x

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 67 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1.a) intr-adevar, f este o functie de doud ori derivabila, f '(X) =e* (sin X +cos X) ,deci f'(0)=1. Evident
£(0)=0.

x| —

1 iln(1+f(x)) ]n(l + f (X))

b) Suntem in cazul 1% . Dar (1 + f (X)) =e . Deci avem de calculat linz) (cazul %).
X —
In(1+ f '
Cu regula lui 1"Hopital , hm M = 111’1’(1) li f()(()) = f'(O) , cea ce este evident deoarece f (0) =0.
X -
o) fF"(x)-x" = [@f” H(x) +xf "2 (x) +... +x" 2 (X) +x”_1).Apoi:
n-1 n-2 n-2 -1
lim - (X) im0 L X X
x-0 x"1 x-0 xn1 x-0 xn- N
X-0
lim f(X)Z_X Cim ) L T F00)
x-0 X x-0 2X -0 2 2
i fn(x)_xn . f (X)_X [ﬁ fn—l (X) .\ Xf n—Z(X) . Xn—2f (X) +XI’]—1 _nf II(O)
X =0 Xn 1 X0 X2 Xn—l Xn—l Xn—l Xn—l 2
X X 1
2 a)g(x)=jf(t)dt=fmdt =In(1 +x)
0 0

b)j1 fz(x)g(x)dx-jlln(HX) dx.. Apoi:

0 0 x+1)2 . Apoi:
jlm = f( j 1+x dx = —ln2 j4dX§1

(x+1 x+1 x+1)

1-In2

11 1Y 1 o
dx = - =— Rezultd| f“(x)g(x)dx =
IO(X+1)2 (X+1j ‘0 5+ Rezu Io (x)9(x)

c) Notams, = l( f (lj +f (zj +.. 4 f (HD Rezultd
n n n n
f (1} f [Ej +f (EJ o f (ﬂj =ns,
n n n n

Pentru functia f :[0,1] SR, f (X) =

. :
Si pentru fiecare n =1
X

NI - < 1 2 n
formam diviziunea echidistanta A, =(XO =0 <X == <Xy =— <.. <K, = = j ,
n n n

C A . . . 1
iar in fiecare interval [xi_l,xi] alegem punctul intermediar C; = X =—.
n

Astfel se observa cd suma s, este chiar suma Riemann asociata functiei f,

n
diviziuni A, Si punctelor intermediare ¢; : g, ( f.c ) = Z f (Ci )(Xi _Xi—l) =S,.
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Solutie

L 25(4-3i)  25(4+3i) _

25 25
2. m*-2<0 mD(— \5\5)

1 _m X_TT

3. arctg—==— arctg—=— x=/3.

576 937%
4. Numdrul cazurilor posibile este : 90:2 =45 . Numadrul cazurilor favorabile se obtine din

403,4(4,...,4[24 ,adica22. p :i—i .

5. AN+NC=AC, AN =3NC,AN =3NC si AM =3MB MN||BC.

T

1-cos—

6. sinM=sin ﬂ—j =sin— = 6 :\/8 \/5 .
2 12 12 2 4

Solutie
la) B+B'=A-A"+A' A =0,

1.b) detB =(-1)’detB = detB =0
1.c) Dac& x+y=0:y=—x:B=x(A—A‘):>detB=0

2.a) x(x2 +1) =0=> % =0,X, =i,%; =i
2b)i(p+2)+p+q-2=0,p,q0R= p=-2,q=4
Sy =X +Xx3 +x3,n ON.S;= - pS,_,— §S,_3,0n=3
2.0) S, =3,S, =0,S, =-2p,S; =-3q,S, =2p>,Ss =5pq
Se=-2p’ +3¢°.S; =-7p’q
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Solutie
N . eyl 2 2
1. a) Pentru x>0rezu1taf(X)—X+1+ln(2X +1) ln(2x +3).Rezu1taf (X) (X+1)2 +2X+1 %3
de unde f'(X)= 3 1 .
(x+1)7 (2x+1)(2x +3)

b) Deoarece f '(X) >0 rezultd cd functia f este strict crescdtoare. Din 0 < x <t rezultd f (X) <f (t) .
Cum lim f (t) =0, rezultd f (X) <0, DXD(0,00) .

t-o0
1 1 1 1 1 1 1
C) Xp4y =Xy =l+—+..+—+——-Inn+H +—~ -1+ +. + dn n +
2 n n+l 2 2 n 2
o _ 1 2n+1 " ) ) . . . <
Rezulta X, — X, e —In T (n) <0, iar din X,4; — X, <O rezulta Sirul (Xn)nZl este strict descrescator.

2. a) Functia f este o functie impard prin definitie daca. f (—x) =—f (x), OxOR.
=X 2 X 2 X 2

Utilizdm schimbarea de variabild t = —u . Rezulta f (—X) = J' etdt = —Ieu du = —Iet dt =f (X)
0 0 0

X X X 3
. 12 o q2 2 X
b) Deoarece e* > x,[IXOR , rezultd e’ >t%. Atunci J'et dt >J't2dt , de unde J'et dt >?
0 0 0

3 X
X T 2 .
Cum lim — =oo rezulta lim J'et dt =oo. Deci lim f(X)=o0.
0

X-0 3 X — 00 X - 00
c) e <el.0n [0.1].
Rezultd J’Oxetzdts [, edt.00 [0.1]. deci T (x) se* -1.00 [0.1].

Prin urmarej'; f (X)dx SJ';(GX —l)dx =e-2.
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Solutie
. z+7i =62,z =x +yi;x, yOR,z=x - yi,x —yi +7i =6(x +yi) x=0,y=1 z=i.

3+101)50

2. f(1)+f(2)+f(3)+..+f(50) X =2600

3. Daca f arfisurjectiva, atunci ar exista X, ON astfel incat f (Xo) =0.

1 . L N
3%, +1=0 XOZ—EDN.Dea f nu e surjectiva f nueste bijectivd  f nu este
inversabild.
4. x(x+1-1)<100  xIX<100,0!0,111,2!2,313,413 <100, XX >100, 0% 4,
=32l
10 2°

5.Punctul lor de intersectie este M (O,l) OOy .Punctele A(—l, —1) Ddl,B(l,— 1)] d, sunt simetrice
fatd de Oy, deci dreptele sunt simetrice fatd de Oy .

1 Tom In T 7 om . m m Im_~2-J6
6. cos— =cos —+— ,c0sS— =c0s — +— =C0S—COS— —sin—sin— ,COS— = ——— .
12 3 4 12 3 4 3 4 3 4 12 4
Solutie
1 1 1 1 2 1
1.a)A2=|0 1 O[;A*=|0 0 1]|.Se verifici relatia.
0 0 1 010

1.b) A3 _A:AZ _IZ'AS _A3 :A4 _AZ,A7 _AS :Aﬁ —A4'... A2n+1 _A2n—1 :AZn _A2n—1
Prin insumare obtinem: A™™' - A=A —1;; A2 — A7 AP A

A2 A2 = AT g 20 20 2 a2 =, A2MF2 A0 — A2 -1,

L) Demonstratie prin inductie.Verificare pentru n=Ln=2 .Presupunem adeviratd pentru
. <n- n_ n-2 2

toate valorile =" A"=A"""+A

concluzia.

1§i o dem.pt. M- Utilizand relatia ~l ,Jrezultd

2.a) x* =1=0are solutiile complexe: X =1,%, = —1,X; =i,X, =-i
—1+i
20) P = (1) (x6)(x -£2) unde £, ==

2.¢) X2 =1=(x-1)(x +1)(x2 +1)(x2 -3x +1) (x2 ++/3x +1)(x2 -x +1)(x2 +X +l)
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Varianta 69 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
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Solutie
1.a) Functia f:R - R este derivabild pe R\{0} si f'(x) :%,Dx OR\{G .
X

Deoarece li}n f'( ) = h}n ——= = -0, dintr-o consecintd a teoremei lui Lagrange, rezulta f, (0) =—00,
x/0 03

Analog, f§(0)=co.Decif nu este derivabild in 0.

b) Deoarece functia f este continud pe intervalul[k, k + 1] si derivabild pe intervalul (k, k + 1) , aplicdm teorema

lui Lagrange . Rezultd existenta unui punct CD(k,kl- 1) astfel incat f (k+1)-f(k)=f'(c) = !

% .
¢) Din by, =b, =2 = f (n+1) ~(a, =f(n)) =a,,4 -a, {f(n 4) = (n))rezuled
1 1 . « 1 1 1

bt =By =3 — - - cu ¢, O(n,n+ 1). Dar din ¢, O(n,n+ 1) rezultd ﬁ<ﬁ<%'
Prin urmareb,,; —b,, <0, asa incét Sirul (bn )n21 este strict descrescétor.

1 1 ' _ 1 1 X ‘
2.a)jln(1+x)dx —Jx In(1+x)dx =xIn(1 +x) !mdx, apoi

1 1
XIn (1+ ) —jidx =In2 —j(l —L)dx =2
X+1 0 X+l e
2 3 4 1
Rewia ] 1 () _(X__X— +x_j wt=3 ot
2 6 12)0 e 12 e
b) Cum F(O) =0, aplicdm regula lui 1"Hospital: lim F (SX) =lim F (:) = lim f (z) . Dar
x-0 ¥ x-0 5x x-0 5x
1
1=x+x* - 3
tim 0 i 1+ X = fim =1
x~0 5x*  x-0  20x° x-020x>(1+x) 20
3
C) f'( )—1 —-X+X —ﬁ _IXTX Cum, pe ( 1,0) derivata f' este negativa, iar pe (0 OO)este pozitiva,
rezultd cd 0 este punct de minim absolut, deci f (X) > f ( )
NV 1 x3 1
Rezultd X —— +— Zln(l +X) .din care se obtine I —+— (dx >_[ln(1 +X)d
2 3 0 3 0

1 2 .3 1
DarI X—X—+X— dx =i,decijln(1+x)dxsi.
0 2 3 12 0 12
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Solutie

1 (1+i)* :[(1+i)2}10 =(2i)"" =-1024.

2. 1(f(x))= Gj:x,(—lo)+(—9) +... +( ) H +.. H0 0.
3. f(x)=1(x)=x +1=x +1= X =x, = feste injectiva.

5!—6B£=0

21 312!

3m-4 1)-1
5. M:lj m[l{- 10;0}_

32 +47
6. cos75%—cos15% = 22sin 45%sin 302, sin45% = Q,sin 302 :% = cos75%-cos15% = —g )
Solutie

la) [A A% ]= A’ - A’ =0,

b d -b
1.b) Fie A=[a ];AD:( ] ATA"= A7 A,
C a

d —C

1.c) [A,BC —CB]=ABC —ACB —-BCA +CBA .Prin permutdri circulare se obtin celelalte doud
relatii.Adunand se obtine egalitatea.

2.a) 0<a<1,0<b <1=ab0(0,1),(+ a)(F bJI (0.1)

2b) f'(x)=

( )2 >0,% 0= f strict crescdtoare , deci injectiva. f este continud deci
Xx+1

Are P.D . lim f (x) =0, lim f (x)=1=1Im f =(0,1) = f surjectiva, deci bijectiva.
X0

X — 00
x>0

Se verificd egalitatea.

2.0) f(l)z%;[!y> 0, f(y)= x;f(y3): xoxox= f(1) :y3:1:y=1:>x:%
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Solutie
1. @) Prin inductie demonstrim ci, pentru oricen ON", ., (x) =2""e* OxOR .Intr-adevar

f; (X) =1, (X) =2e** Presupunemca f, (X) =2"e** si rezulta ci foe (X) =2""1e* . Pentru n =3rezulta
fo(x)=8e**. 00 R

b) Deoarece lim f, (X) = lim 2"e** =0 rezultd ci axaOx este asimptoti orizontald

X - —00 X 5 —00
. . n 2X . . fn (X) . 2ne2X - - .
spre +oo. Cum lim f, (x) = lim 2"e“" =oosi lim —— = lim —— = rezultd cd f, nu are alte asimptote.
X — 00 X — 00 X-0 X X—-0 X
fi(a)+f,(a)+..+f (a) . 222 +22e% 4+  +2"e2 ,
c) lim 1( ) 2( ) n( )=hm , apoi
nooo fn+1(a) n- oo on+lg2a
. 2e” 2% 42Me? 142427 4 2"
lim = lim si
oo ph+lg2a oo N
142422+, 42" oM 1
lim = lim =lim|1-—|=1.
Now on noow 2N nooo on

2. a) Functia f este continua pe intervalul (0, 00) deoarece pe acest intervale f se obtine prin operatii cu functii

continue. Continuitatea in O:
2

2 2
lim f (x) = lim x*In* x =(lim xIn x) =| 1im 12X =(lim ( —x)) =0 =f (0).
xN\O XN\O x/0 x/0 1 x/0

X
Deci f este continua si in 0.
Rezulta f continua pe [0,00) si prin urmare este integrabild pe[O,l]

b) Se aplica succesiv integrarea prin parti

1 1

_f f (x)ax =_|‘x2 In2 xdx =>—In? x —gsz In xdx = —t—lnzt —gx3 In x +2J'x2dx =
" " 3 t 3 " 3 9 t 9 "
3 1 3
= 2t 20 mt + 23] = L2t 28 mt -8 +2 =
3 9 27 27 27
2 2
t 2t 2 2
=——(tint)* +=—(tInt) ——=t> +=.
3 9 27 27
i 2 1 2
Deoarece limtInt =0rezultid lim | f (X)dx =—, deci f f(x)dx=—
x\O0 t\Ot 27 0 27
1 1 1 1 ' e
C) Deoarece f| — =—In’===In’x, e 1 rezultéfe f 1 dx =Ie(ln x) In? xdx =In? x —2j.elln2 xdx .
X X X X 1 X 1 1 Ix

Prin urmareLe f (ljdxﬂ —Zfle f (ljdx, de undeJ‘Ie f (ljdx =§.
X X X
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Solutie

1. log, 2008 —log, 251 -3 =10g2220—5018 —3=log,8-3=0

=x2 _Lz’ f(-x)=1(x),D0 R”= functia f este

pard .
3. x£20=>x">0=3-x" <3,f(0) =3= f(x)< f(0),0xOR, deci valoarea maximi este f (0).

n(n-1)

4. 3n+ZT=8:>n:2.

s AC_,cB_18A 3
"AB cA 3BC 27

AC ﬁ Eﬁ =2 % Ij;— =1= AA', BB'si CC'sunt concurente .

AB CA BC
2x+y-2=0 X =0 .
6. = ,ecuatiaeste y =2 .
X-y+2=0 y =2

Solutie
la) D,=3;D; =4
1.b) Se dezvolta determinantul dupa prima linie.
1.c) Se demonstreaza prin inductie , varianta 2. Verificare n =2,n =3.

Daci este adevaratd pentru 2<k<n-1,D, =2n —(n —1) =n +l.

2a)z,%z,= 00, 0,1, 1,0, 1,1 .Secompleteazi tabla operatiei de adunare .

2.b) (xy)’ =e,x%y? =ee =e
2¢) x=x',00 @& &b G (ab) =ab=b"a” =ba
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Solutie

1 X
l1.a) S i Ita f'(x)=x -1In'(1 f'(x)=1-———, f'(x)=—.
a) uccesiv rezulta (X) X n( +X), (X) o x’ (X) [+ x
b) Deoarece f '(x) >0, (0,00) rezulta ca f este strict crescatoare pe (0,00) .
Din x >0 si f este strict crescatoare pe (0,00) , rezulta f (x) > f (0) =0.
X

c) f (X) =X —ln(l +X) implica f (X) =Ine* —ln(l +X) . Rezulta f (X) =In li < Deci lim f (X) =00
X 00

tX+1 2 2X+l_1
X+ x+1

2 2
Rezulté(x+1)J’tht =21 —1, de unde: 1+(x +1)Itxdt =21 %7 R, deci 1+ (X +D)F(x) =2*"", DO R.
1 1

2
2.a) F(x) =J'txdt =
1

2 X+l _ 2 X+l _
b) Deoarece J'txdt =
1

rezultd lim [t*dx = lim
X+1 x--14 x--1 X+1

.Utilizdm regula lui 1" Hospital se obtine ca:

2x+1 _

lim = lim 2*"'In2. Dar
Xxo—-1 X+1 X - -1
2
lim 2" In2=1In2, deci lim J’txdx =In2.
X--1 X4>°°1

¢) Din teorema de existenta a primitivelor unei functii continue,
rezulta ca F este o primitiva a functiei f. Deci F' (X) =f (X) D)D—( ] ) .
21 (xIn2+In2-1)2"" +1

x+1 (x+1)°

Rezulta f (X) =
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Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Solutie

—

2008
. [cosg +isin Zj =cos 20(318 ﬂ+i sin 2028 ”:> c0s50277+isin502 77=cos0 +isin0 =1.

2. f(-x)=(~)’ _—Lx (-x)° _—Lx =’ +§ = —(x3 —éj f (-x)=-f (x),0xOR"=
= f impara .
3. x\,:%D[l 4T (1F 0.f (4F 12= f([L4])=[0.12] = A=[0.1]] .

4. (5-4)""=1

4 1 1
5 My=—— = m=——,y=2=—(x -1)= x+2y -5 =0.
) 2 > () y
6. sin75° osls® = MO0 *sin60 i 90° = 1.sin60 B 243
2 2 4
Solutie

l.a) A’ =3A;x= —é

1b) B=——A

NG

1.c) Prin calcul direct

2.8) X, =25 =-1£iV2
2b) S, =x +x3 +x5,0n2=0;S, =3,5, =0,S, =2,5, =18,5, =2
2.¢) Se scriu relatiile lui Viete, se obtine m =0
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Varianta 72 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
1. a) Ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f este y =mx +n, unde:

f(x)_ .. x2+x+l

m = lim =hm2—=1§inzlim(f(x)—mx)zlimLzo.

X0 X Xo0 X7 4+ X X — 00 X0 X+1

(x2 +x+1)' ix +1) —(x2 +X +1) [x +)
(x+1)”

b) 1'(x) =

. Deoarece (x2 + X +1) =2X +1.

x> +2x

rezultd f'(x)= .
(%) x+1)2

—~

¢) Cum f*(x)=——, rezuldd f*(x)<0,0xO{ oo, 1).

(x+1)
Deoarece f' (x) <0, 0x D(— 00 —1) functia f este concava pe intervalul (—oo —1)
2. ) IO f,(x)dx = =1, |s1n2x|dx J’ ? sin 2xdx —J’ 7 sin2xdx = —S252X (l)m COS22X .

(n )| 2/1

% DXD[ITzn} rezultd |, = J'4dX<J'—dX

27T

Dar I—dx In2.

c) Utlhzam schimbarea de variabila nx =t .
Atunci X = rimplicd t =ns7 $i x = 2/7implica t =2ns7, iar ndx =dt .
2nrr 2n | |

= [ [sint] 1 —dt = I l—tdt OnON".
nir —

n

Rezultd | —IZHM

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 73 - rezolvari mate MT1
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Solutie

1 [5-12i[ =52 +(-12)* = i| =y122 +5% =

2. f(1)=0,f(0)=0.(fafafaf)1)=0.
3. 2°=t>0 - t?+1-20=0=>t0f 54 =x=2

i| |12 +5i| =0.

4. Numdrul cazurilor posibile este : 2005:5+1=402 . Numadrul cazurilor favorabile este

| %%‘é’%’é’%’b%‘ﬂ%’

+1=81 . p=—="=
5 402 134
5. Directia blsectoarel este datd de u =— +
bc
Deci % bcu = semidreapta [AD este bisectoarea ungh1u1u1 OBAC.

NG

6. cos2a=2cos’a - 1,cos a-%:al][; ]DCOSO’— 7

Solutie
1.a) Ay (L1)
1.b) y =2x
L) x =ax; +by,, Y, =cx, +dy;;x, =ax, +by, Y, =0X, +dy,;X; =ax; +hy,,y; =Cx; +dy,
Se utilizeazd proprietati ale determinantilor.
2.) det(X +X") =bed ~bed =0

2b)b=c=d =0,a®> =a 2 solutii

2.c) det X =a’ #0 pentru a=1.Cum b,c,d JZ, sunt arbitrare, rezulti 8 solutii.
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Varianta 73 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
X

1.a) Deoarece lim g(x) = lim —— =0si lim f(x)= lim arctgx =2 rezultd lim ( f (x)g(x)) =0.
X = 00 X-0]+ X X — 00 X — 00 2 X — 00

b) Ecuatia tangentei la graficul functiei g :R - R in punctul de abscisd 1 este y —h (1) = h'(l)(x —1) .
2

2
(1)
1

este y_2%ﬂ: _E(X —1).

T v . .
rezulta ca ecuatia tangentei

Deoarece h'(X) =- rezultd h'(l) =—— Cum h(l) = 2

N | =

¢) Cum H (X) <0,0xO (0, 00) , rezultd ca functia h este strict descrescatoare pe (0, 00) .
Din x>0 rezultd h (X) <h (0) =0, de unde concluzia f(x)> g(x),x(0,).

X X X X 2
2.2) f(x)=] fo(t)dt = [1dt =x. far fz(x):zjfl(t)dtz.[tdt:%.
0 0 0 0

2
Deci f,:R - R, f, (X) =X7. Prin urmare rezultd f,?(x) =2 f,(x), IXOR

n
.. . X .
b) Se demonstreaza prin inductie ca f|, (X) = Prin urmare :
n!

Xt 0)+1  (n+1)x"™ +(n+1)! 5 xf(X) +1
n(X) =( n+)1 ( ) . Rezulta limL:nH
frn (G0 +2 X" +2(n+1)! X—oo o (X)+2

¢) Volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei g :[0,10 — [0, T este

vol (Cg) = ﬂfoﬂg2 (x)dx = 17_|'0”x2 sin? xdx . Apoi

T T
ﬂjﬂx2 sin? xdx = I—TJ' x* (1 -cos2x)dx :i ——]T_[ x2 cos 2xdx , iar
0 2 6 2

0 0

T 1 Vi , T
f X2 cos 2xdx = —I x> (sin2x) dx = —J‘ Xsin 2xdX .
0 25 0

T Vs T
Cum —IXSin 2xdx ZlIX(cos 2x)'dx = —ljcos 2xdx =7, rezultivol (Cg ) =
0 2 0 2 2 0 2

O\|§N

7
4
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Varianta 74 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

_=3-7i _ _B3+7i
1. z;= 2 ,Zy = 7

2. £(0)=-2m+220=>mO{ ;1] .
3. 2=%x20,V2-X=R/Xx-2=>x-2=20=> x=2.
(a+b)!

4. Ambii membri sunt egali cu
alb!

2m-2 _1-m-4
= =
3-2 3-4

m=-5.

6. cos2a =1-2sin’a = sina’=73.

Solutie

3
la)B=|1
1

[SSTE
LW = =

D¢ =

1.b) se verific

10
L) Suma cerutd este 35

2a) X =-1L,X, =i,x; =
2b) p(1)=0,p (1)=0=>a=-2,b=0

2.¢) Singurele rddacini rationale ale polinomului p(x) =x* +ax®> +x +1 sunt x=*1=a D{- 3,1}
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Varianta 74 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie

. . 2+X . . 2+X < .. .
1.a) Deoarece lim f (X) = lim In =-oo silim f (X) =limIn = oo, rezultd ecuatiile asimptotelor:
X

0-2 x0-2 2-X xL 2 xL2 2-X
X = -2 (asimptotd verticald la dreapta) Si x =2 (asimptotd verticald la stinga).
2-X 24X

! — — 4 b ] . . v
b) Deoarece f (X) “2x 2-x 1.2 rezultd f (X) >0, [0x D(— 2,2) , deci f este strict crescatoare pe
(-2.2).

f
¢) Notam =y . Atunci y - 0cand X — e Deci lim xf — =limlf(y).CumlimM= f'(0) =1,
X X 00 X y-0Yy y-0 'y
rezultd lim xf ! =1.
X — 00 X
2 X e2x 2 e4_e2

2.a) f(t tJ'—dx 2tJ'—dx +J’eZde Rezultd f (t)=At> 2Bt +C, unde C = Iezxdx—— =

2 1 2

b)Prin urmare:

2 _n2 2
f (t) =At —E +AC—B. Deoarece A =_[de :l , rezultd
A A x2 2

f(t)=A(t-2B) +2(AC -B?), de unde f(2B-t)=At? +2(AC -B?) =1 (2B +1), (1 y
Prin urmare f (2B —t) = At? +2(AC ~B2) =f (2B +t), (0 y .

¢) Deoarece f (t)=At> -2Bt +C 20,00 y, rezulti 4B> -4AC <0,

2
2 X 2 2
adicd B> < AC din care rezulti I—dx < Ie2xdx I—dx )
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Solutie

1. x+2y=4,2x -y =3,x+2y =4,2x -y =3=(x;y) =(2:1).

2. m-1<0,m* -3m >0=> m<0.
3. Togy (2 =17) 23,2 =17 =4 = xOf 9;9}.

k
6-k -
4. Tew =CE(24X) Gj :%—k=0:k=2:T3=2160.

5. OA=4i-2],0B =2i +4] = OA[DB =0= ABC este triunghi dreptunghic ,
C este mijlocul lui [AB] = C(3,1),(m.n)=(3.1).

6. AC =+/BC?-AB? =12,BM =+ AB? +AM? = BM =+/61.

Solutie
1.a) AB =0,

2 _ _nA - 2 _
1b) A" =3A,AB =BA =0;,B" =3B Se verifica relatia.

1o 0d RY M det(M,)#£0

X este inversabila.Deci

2.a) Aplicam relatiile lui Viete , Z Xi =a, %X X3 Xy =1, XXX =a
i i<j<k

2.b) Daca se divide , atunci p(l) =0, p(—l) =0 =1= -1, contradictie.

a
. . R . .2 . 1
2.¢) Polinomul este reciproc.Se imparte ecutia f (X) =0prin X~, se noteazd X+— =t etc.
X

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 75 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1a) f'(x)=a(1+x)"" -a.

Daca x <0 rezultd 1+x <1, deci rezulta(1+x)7™' <1, de undea (1+x)*™ <@ siin final f'(x) <0.
Daca x>0 rezultd 1+ x >1, deci rezultd (1 + X)a_1 >1, de undea(l + X)a_1 >¢g siin final f '(X) >0.
Rezultd f strict descrescdtoare pe (—1,0) Si strict crescdtoare pe (0, 00) .

b) f este strict descrescatoare pe (—1,0) ,deci x<0 f (X) > f (0) =1.

f este strict crescdtoare pe (0, 00) ,deci x>0 f (X) > f (0) =1.

Asadar f (X) >1, X D(— 1, 00) \{0} , de unde rezultd cea ce trebuia demonstrat.

c)f" (X) = a’(a —1)(1 +X)0/_1 >0, 0x Df 1,00) . Rezulta f convexa pe[0,00) .Prin urmare

‘ a;rb < f(a);f(b),ma,hﬂ (0,00

. Pentru a =2xsib =2y rezultd inegalitatea din enunt.

| 1 1 1 1
24) |, f(X)dx=£$dx =JO’ 1-— X =(x ~In(1 +x)) , =2,

b) Deoarece

1, x0O[L2)
_ 2, x0[2.3) s (42 _ 22 3.2 409
[¥] = s x0[3.4) rezultd Lf (x)[x]dx—Lf (x)dx+2J’2f (x)dx +3.[3f (X)dx .
4, x=4
5 2
. L . b, b 1 b 2 1
Prin urmare este suficient sa calculamj' f 2 (x)dx =J' 1-——  dx =I 11—+ 5 dx
a a 1+Xx a 1+x (1+x)
2
2 R I 1
Dar [ 1 m+(1+x)2 dx = x —2In(1 +x) el N 21n(1 +b) b
. 1+a b-a
a+2In(1+a) Y =b -a +21n1+IO +(1+a)(1 o)
n _n X B n_ . ) . ]
c) Deoarece!)'f(X)dx—gmdt—(x—ln(l +X))0—ln(1 +n) n si f(k)—l mrezulta
a =if(k)—n +ln(1 +n) =ln(1 +n) —iL.Prinurmarea =1- 1+l +l +... +L —ln(n +1)
"5 S k+1 ! 2 3 n+1

0<a, <L,0n=1, deci sirul (an )n21 este marginit
Sirul (an )nzl este crescator. Fiind crescdtor $i marginit este convergent.

Observatie. Sirul are limital — yunde yy=0,57721... este constanta lui Euler.
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Rezolvare
1. Avem v3-2+2 =+/2 -10{a bv2|a,li] Z}, pentru a=-10z si b=10z.
2. ¢ +x3 =(x +%)" —2x%, =3 -2 =7 O}

1

3. —.
NG
4. ) =Cl _ +Cil =2mmd .
dan %Tld 2n1d dznl
5. u+v =3i+3], deci ‘u +v‘ =3.2.
6. Avem cosa’:—i, deci tgg:ﬂz )
5 2 l+cosa

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Se dezvolta determinantul; se obtine det A=1+a” +h? +c2.
b) AA” =det Al = det Adet( A} = (det A)’ = det Adet( A"} = (det A)’.
Cum det A% 0=> det(A") = (det A)’.
a’ ab ac
c) Avem A-1l;=|ba b*> hc | siseobserva cd orice minor de ordin 2 al matricei A este nul. Ca urmare,

ca cb c?
rangul matricei A— I este cel mult 1.
2.8) Dacd f(x)=f(y)=>ax=ay=a ' (ax)=a"' (ay)= x =y, adic f este injectivé.
Pentru orice YOG , considerand x =a”'y G , rezultd f (X) =y, deci f este surjectiva.
b) (f,af,)(x)=af,(x)=a(bx) =(ab)x =f (x), IxOG.
€) Compunerea functiilor este asociativd. Elementul neutru este 1g = f, OF (G), unde € este elementul

neutru din G. Dac3 a™! este simetricul lui a OG, atunci fa_, este simetricul elementului f, OF (G)

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 76 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
la lim f(x) =1

X — 00
y=1 asimptota orizontala spre + oo
, 2X +1 2x —1
b f'(x)= —
o2 Hx+1 22 —x +1
f'(x) =0, £'(0)>0 f'(x)>0, x vy
f strict crescatoare pe Yy

c if(k)zi(\/k(k+1)+1—\/k(k—1)+1)=\/n2+n+1—1
k=1

k=1
N an+l—1  lm (Vn?ension-1) -1
lim =genh-° =e 2
n - oo n
2.a I =—%J’ =X W1—x%dx =—= (1—x )\/1 x? ]O——
b Iy Z;iinl\]aﬁ, unde J, I x" 1—X )ax
a<l
n+

N+l — (1= x2
=) m = J, X e X
:an+1\/§ —a”_lm - (n + 1)‘Ja,n+1 + (n - 1)‘]a,n—2

Trecand la limita obtinem relatia dorita
c 0=x"Vvi—x%Z =x", x [0;1]

1 n _ 1
Oslnsj'ox dx-n+1
lim I, =0
n - oo
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si:l'ineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Rezolvare
1. 2a,+5[2=8 a =-1.
2. 0-1-2-... -9 =45.
3. 2% =8, deci x=3.
4, 24-6-6=12.
5

JIG | G
. GM = gAC, de unde cerinta.

3
7

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1. a) Prin calcul direct rezultd det A = 3(1 - mz) .
b) Daca mOy \{~ 1,1} rezultd det AZ0, deci rang(A) =3.
Pentru m =1 sau m = -1, existd cel putin un minor de ordin doi nenul in A, deci rang(A) =2.
c) Daca mQOy \{- 1,1} , sistemul este compatibil determinat.
-1 -1]1

1
Pentrum=1 A=1 1 1|0 ,careare rangul 2, egal cu rangul lui A, deci sistemul este
1

3 31]-1
compatibil (nedeterminat).
1 -1 1]1
Pentru m=-1 A= -1 1 ~-1|2 , careare rangul 3, $i cum rang A =2, rezultd sistemul este
-1 3 3]|-1
incompatibil.

2. &) Se verifica prin calcul direct c@ xOy0 G,[1 Xy G,, adicd operatia ,,[J" este corect definitd pe G,.
Folosind definitia se verifica Si asociativitatea Si comutativitatea operatiei. Elementul neutru este e = 3

iar simetricul oricdrui element xJG, este x'= 99(XX__126) =2 +9 (x1—2) [I(Zgo ): G,.

b) Se aratd ca ¢ este bijectivd si ca ¢(X Dy)= @ (X)¢ (y),D ¥ G,.

¢) Dacd x,yO[ae ) si a =2, atunci xOy= 3(x- 2)(y- 2)+ 6(a—2)+a =a, deci G, este parte
stabild a lui R in raport cu operatia ,, (1"
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Varianta 77 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
e’ -1

lLa) f0= daca x 20 si f(0)=a; f()=e-1, f(1)=1 deci

y =X +e —2 este ecuatia tangentei

b) lin(} f (X) =1, deci f este continuain X =0 daca si numai daca f (0) =a=1

c) Evident f este derivabila pe y \{0} si

()= fF(0)_.. e -x-1__ e-1_1__
lim ( ) ( ):hm >— =lim =—=f (O)
X0 X X0 X x-0 2% 2
2.a cu tgzzt ramane de calculat %dt
2 t© 42
si se obtine LaI’CtgL
V2 V2
X
1 9y
F(x) = —arctg —= +c¢
¥)=7> 5
b F/(x) = —
3 + cosX
cosX € [—11]=F'(x)>0
F strict crescatoare
1 1
c —<fx)<= Vxe|0;m
L <10 <2 Vxelom)
X X X
— ft)dt < —
4<»[;J () 2
1 1 px 1
— <= | ft)dt <— x>0 = limita este egala cu 0
4X x2f0 (td ~ 2x &
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Rezolvare
1. 7-7=0.
2. xQd 1,1 .

2
3. f= X(10g3 2 —1) este functie de grad 1, deci este injectiva.
4. CZ -8=20.
. g

3 3

6. 1=tg I—thg(a+b) = M, de unde cerinta.

4 1-tgaligh

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
N < . s s . . . .
1. a) Din primele doud ecuatii rezultd ca dacé (XO, yO,O,O) este solutie, atunci X, =0, y, = 3’ Din a treia

ecuatie rezultd p=-2

3
b) Matricea sistemului, notata A, contine minorul o =21#0,deci rangA22, Om,i] y .

c) Dacd rang A =2, orice minor de ordin 3 al matricei A este nul. Se obtine astfel m=2, n =-12. Alegand

minorul principal =21#0, din teorema Rouché rezultd p = 2.

2. a) Se verifica prin calcul direct asociativitatea Si comutativitatea. Elementul neutru este (1,0) iar

simetricul unui element (q,k) este elementul —,-k 0OG.

1
q
b) (L1)O(L2)0.0 (L1003 (14 2 & 10¥ (L55)

¢) f morfism: ((%kl)*(qz,kz)) =y, 2% = f (oK) f (a2, k2 ). O(a. ki), (a2, ko ) G
f_injectiva: Fie (q,,kl),(qz,kz)DG , =% si g, =%, m;,n;,M,,N, 0z impare astfel incat
I 2
f(a.k )= f(dy.k, ). Dacd k Kk, , fird a restrange generalitatea, putem presupune k; <k,. Atunci, din

o 2M = q2~2k2 rezultd mn, = 2k m, N, , contradictie, deoarece membrul stdng este impar, iar membrul

drept este par. Ca urmare, k; =K, , de unde q; =0,.

L . N m - . . N
f surjectivd: pentru orice numédr rational r = PR m,n0z", existd m;,n; Oz impare i a,b0} astfel incat
. . m y m
m=2%m, si n= 2P n;. Notand g =—L k=a-b, rezultd f (q,k) =—.

n, n
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Solutie
l.a) = lim f(x)

r—-oo I

T — 00
y=x asimptota oblica spre oo

D) @)=
T o6 2

fnu e derivabila pentru x {1 —2}
0 lim 2arctgf(z) — T

1’—»00 x_

. 0
nedeterminarea 6

z+1
1+ £2@) 3z — )z + 22
1

{= lim

T — 00

T2
x

l==-2

28) I = Ilz(x — 1)@ — 2)dx
3

L= _a %, 2
3 2
1
b) Cu schimbarea x=§— obtinem I, = 2 (E_IZ)ndx
2 Y n J._E 4
1 1 n '
== +_ 2
In 4 rz -1 I dz
de unde rezulta relatla ceruta
0 OS(x—l)(Z—x)S%, X [12]
21 " 1
< < =
0<1I, J‘ 2 7
lim I, =0
n — oo
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Varianta 79 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Rezolvare
1. \2 <log,3 < 2V2 <3, Avem 22 <213 =242 <3, de unde cerinta.
2. 1si3.
3. x=0;x=1
4. cl+C22+Ce =41
5. 2.

2
6. cos’x= 12 =l.

I+tgx 7

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

1.a) Sistemul are solutie unicd dacd determinatul matfi?:lf:l:a\ea sistemului este nenul. Cum
det A=m? —6m +5, sistemul are solutie unicd pentru mOR \{1,5} .
b) Pentru mOR \{ 1 5} sistemul este compatibil determinat
Pentru m =1, rang A = rangz\ =2, adica sistemul este compatibil nedeterminat
Pentru m=35 rezultd rang A=25i rangx =3, deci sistemul este incompatibil
¢) Pentru m =1se obtine solutia X =1-a, y =a, z =0, unde @ OR. Inlocuind in relatia
2xg =Yg +3z5 =14, rezultd a Of 2,6}. Solutiile cautate sunt (3,-2,0) si (-5.6,0).
2y 2= 23235
34 3 4 12
b) Comutativitatea este imediatd. Asociativitatea: folosind relatia {X + n} ={ x}, O0xd R,@ Z,rezulta:

(xoyp= {0y 2 {{x vk 2k {e oy [ vk 2= (o g
xO(yozg {# i 2= {x {y } {r w 2z [y 2}= (& » 3.

Elementul neutru este e =0, simetricul lui O este 0, iar simetricul oricdrui element X D(O,l) este 1—X.
. . 1 M 135 115
c) Ecuatia se poate scrie sub forma {3)§ =—.Cum 0<3x<3, rezultd 3x0 —,—,— =« X1 —,—,— .
2 222 626
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Varianta 79 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
l.a)
f(2) = 3% + 2, f(0)=2, f'(0)=5
y-2=5x
b) f/(x)>0 = f strict crescatoare = f injectiva
lim f(z) =00, lim = —oo, fcontinua = f surjectiva
T— 00 r——00
f bijectiva = f inversabila
1_ e—3n
C) Suma este egala cu — e +el +..+e7" =7 -~ avand limita —
e’ -1 1-e e’ -1
1
2.a) a = I sin 77xdx
0
2
a‘l = —
Vg
aIL
- - an
b) sinz <1= %+1:f3'n77tdt<fo 1ldt = a,
0
a’n
Uy oq = fo F(t)dt > 0
(a,,),>0 descrescator si marginit inferior = (a,), > convergent
C) (a,),>0 convergent in x= lim a,

n—oo

X
si obtinem, prin trecere la limita, xzfo sin wtdt

X
gy —Y, g(x)=x-f0 sinttdt, g(0)=0

g'(x) =1—sinmz > 0= x = 0 solutie unica

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 80 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Rezolvare
. Al patrulea factor este 0, deci produsul este 0.

1

2. f (g (X)) =1-g (X) = -2x +2 este descrescatoare.
3. xOF L1].
4

5

. AP =533=60.
. x—2y -6 =0.

o x = . 1 . 1 .
6. Ridicam la patrat sinX —cosX :Ezl—sm 2X :Z:>Sln 2% :%_

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1.2) m(o)=4.

b) Prin calcul direct rezultd o= e, deci A :{e,a, 0’2,0'2,03, 0’4}. A are 5 elemente.
C) m(a) =4= 5(0') =+l= E(Jn) = (+l)n =+l , pentru orice nOF}.

2.a) Trebuie demonstrat ca f (X T) f ( ) OxOy

Pentru orice xJy avem f X T = ( ) ( ):—TDH.

b)menJ;DH:3f(x+03+5)):f«x+n)+5)T%ff(x+nfm:f(x)dmin+TZDH.

Daca T OH, atunci =T OOH , deci H este subgrup al lui (y ,+).

c) | OH deoarece pentru orice T O | rezultd x+T O] dacd xO] si x+T Oy \ | dacd xOy \ | ,deci
f(x+T)=1(x), 00 y.

Dacd T OH,atunci presupunand T Oy \ |, rezultd x, =1-T Oy \ | i 0=1f(x))# f(x +T) =
contradictie; asadar T O | ,deci H O | .

in concluzie, H = | .
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Varianta 80 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
X

1a) )=
Va2 + 1
f(z)> 0, x>0, f'(x)<0 pentru x<0

f strict descrescatoare pe (-00;0] si strict crescatoare pe [0;00)
b) Va2 + 1f'(z) = x
— @)+ o+ 1 (@)= 1

2

r©+ 1
(&% + 1)f (2) + af'(z) = Ja® + 1
C) m = limM:—l

n= lim (f(z)+ z)= 0

T — — 00
y = —x asimptota oblica spre -oo
1 1 1
2.a I, = —dr = 1- d
I e P e
= (z- In(z+ 1))y
=1-1n2
—_ 1 nl'n_l —_ 1 n ’
b) [n—fox$n+1d$—fo x(ln(x +1))d:c
=ln2- 11n(a:”+1)dac
I,
c) In(1+t)<t, t=20
1 1 1
0< [ In(1+ 2"}z < "dx =
Jo s < gl =

1
deci lim IO In(1+ 2"}z = 0, de unde lim I, = In2

n — 00 n — 00
1
deci lim | In(1+ 2" )z = 0, de unde lim I, = In2
n-ood0 )
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Varianta 81 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

ezolvare
. 8.

C1=(x +x2)2 4%, =4 ~4m = m =%

o2,

R
1
2
3. x=0.
4
5. a=-3.
6

. sin 2a+sin 2b =2sin(a +b)cos(a —b) =23in7—21cos(a —b) =2c0s(a —b),

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Folosind regula lui Sarrus sau proprietdtile determinatilor, rezultd det A=m +1.
b) Se verifica pe rand cele 3 ecuatii ale sistemului.

c) Daca m= 6 atunci sistemul admite solutiile (6 +21a,a',§), unde a 0Z,.
2.a) f(1+i)=4i-2+ai +a +bh =a +b 2 {4 +4a)i 0, deci a=-4,b=6
b) f(1-v2)=10-742 +a -av2 +b =10 +a # 7 4)v2 0, deci a=-7,b=3.

c) Fie X, rédddcina tripld; atunci f (%)= f'(x,)=f"(x,) =0. Obtinem X, = —%, a=% Th
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Varianta 81 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
1.a) Formula
12 B
f))=0 fww=e Lfl f'(1)=l
T e
Zl(x—l)
e
-1+
b) f'()=0 X2 = 1;\/3
X = -1 ;\/g punct de maxim local
-1+
X = 12\/5 punct de minim local
C) m =1 M =1
X
1 1
n =lim(f(x) —=x) =limx(e * —=1) —e * =2

y=x-2 asimptota oblica spre + oo

2.2) f(1) = fol tyt2 +1dt
— 1 1 \l
—EJ;(tZ +1)'t? +1dt

= AN = 2201

3
b) f(x)=x"Vx*+1 Ox O[0,+00)
f,'(x)=0 Ox=0
f, strict crescatoare [Ix [1[0,+00)
0) L =lim f_(x) =lim Oxt"\/tz +1dx2j)xt”dx:oo

L _ _ XX+ 1
Cazul hd si aplicand L’Hopital, obtinem L =1lim o L=
00 x=e (n+2)X" n+2
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Varianta 82 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Rezolvare

1 (1+ i)4 =(2i)2 =4, deci este raddcind a ecuatiei z* +4 =0.
2. Xy =2,yy =5, deci x+y =7.
f (1), f (2), f (3) sunt distincte, deci sunt 4,5,6 -- eventual permutate. Suma este 4 +5+6 =15.

w

4. M are 90 de elemente, cifre impare sunt 5, iar numere cu cifre impare 25. Probabilitatea e ;—(5) = i

18
5. %‘_I+2] :—2I+4j:>%i|%j 6.

6.sm3a=3mna—4mﬁa=%é

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Cu regula lui Sarrus sau prin aplicarea proprietdtilor determinatilor rezultddet A=0.
b) Cum det A=0, sistemul admite solutii nenule.
€) Scézand prima ecuatie a sistemului din a doua, rezultd (b - a) ( Yo — ZO) =0, deci Y, =z, . Rangul matricei

sistemului este egal cu 2; z este necunoscutd secundard, z=A, A OR. Obtinem y =4, x = —(a +b +C)/l .
Cum (1,1,1) solutie implicd a+b +c¢ = -1, solutiile sistemului sunt (/],/] A )/l OR.

X i X Xo — i(X Y, +x R
2.2) Notand A, , =| Yy N X mYYs (Y +xoy) . fin plus,
7oy X R (Y, X)) X% —NYs
2 2 (2 o02Y[(y2 202
(X% = yi¥2)” +(xy2 +x¥1) —(Xl + )(Xz +Y2) 0= Ay Ay, UG
b) Comutativitatea este consecin{d a punctului a), iar asociativitatea este proprietate generald a inmulfirii din

. .. X
M 2((C) - Elementul neutru este matricea A = I,, iar inversa matricei A, este Ay = [iy’ 3(/,],

'

cux‘—mgly m

c) Evident ¢ este functie bijectiva.

¢ morfism: $(x +iy, ) (x +iys) =| 1 | 2 - Concluzi
morhism: 1T 2 T2 )= iy, x, ) Uiys Ay Poys TAag-yiy iy, +xy - Concluzia

rezultd din faptul ¢ (X, +iy, )X, +iy,) =X X, =YY, +i (xly2 +X,Y) -
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Varianta 82 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1.2) a1 > ag
Presupunem ca a1 > a; = 842 > Q11
(@an),>1 crescator
b) <2 ap <2=a;,1<2
(a,),>1 Marginit superior
(a,),>1 convergent

. l-cosmx TT
C) I =11m—2 =—
x=0 X 2

2.9) ¥ [%] - fo s (tg>t + tgt)dt

- fo 4((tgt) + tgt — Dt

T 1
=1-—+ZIn2
4 2

b) Fla) = (sinx+c25x)sinx, vx e[ 77]
cos“ z

f'(z) > 0= f crescatoare

c) a >0 cazulg
Aplicand I'Hopital, |= lim (N2 C0SD)sin
2\,0 2 Cos°
=1
2
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Varianta 83 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitdmantul Preuniversitar
Rezolvare
1. V2<33 = 8<9; /3 <2 =log, 4 <log, 5.

2. A=9-4m<0 mZ%.

3. iiarccosl +kmr= il—T +kzkOZ.
2 2 6
< .- 7 _1
4. Sunt 7 patrate. Probabilitatea este — =—.
49 7
5. ul=0 < 2m-12=0 - m=6.
P =tgl° [g2° [g3° O.. g89° =(tg1° Mg89°) Mtg2° [Hg88°) [l. [tg44° [Mg46°) [g45° =1.

o

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Notand cu A matricea sistemului, rezultd det A =m> (m —l)A Sistemul admite solutie unicd dacd si
numai dacd det A# 0, adica mOy\{0,1}.
I -1 1 I -1 1
b) Dacd m=0rezulti A=|1 -1 1|, A=[1 -1 1
2 =2 2 2 =2 2
1 -1 1 I -1 1 1
Pentru m=lrezultd A=|1 -1 2|, A=[1 -1 2 2|, rang A=2si rangx =3.
2 2 4 2 2 43

1
2|, rangA=1si rangZ\=2.
3

c) Fie (XO, Yo» Zo) Ody? o solutie a sistemului; atunci mOy \{0,1} . Scdzand a doua ecuatie a sistemului din a
treia, rezultd cd X, =y, +(m +1)z, =1. Din prima ecuatie, conduce la mzy =0 deci z, =0. Rezultd

Xo — Yo =1, deci X, =Y, +2008z, =1.

2.) H :{0,1,2,4}

b) Din tabla adundrii elementelor din H, rezultd ca dacd x,y OH astfel incat x+y =0 atunci x=y = g
¢) Se verificd relatia ABOG pentru orice A,BOG . Asociativitatea este proprietate generald a inmultirii

. 1 0] . . a -b i
din M ,(z,). Elementul neutru este 1, = ,iar dacd A= b a 0G, conditia a# 0 sau b 0
0 1

a -b _ c
este echivalentd cu det A# 0. Inversa matricei A = (b ] 0G este A™' = (
a

—d "
= A) -
4 c ] cuc (det ) a,

d =(det A) ™" (-b).
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Varianta 83 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

’7T
™ . COS X .
1a).Cu x=— —y obtinem |_I ————dr=J lim f (X) = +00 deci dreapta de ecuatie X =1 este
2 0 sin*z +cos?z X1
asimptota verticala la graficul functiei

b) = lim f(gc)—l
r—-o00 T
= lima [P 1 =1
T — 0 .I‘—l

y = z +1 asimptota oblica spre +oo

.'Z' —r—1

0 fl@e)=—F—— (-00i-1) (L o0)
(z—1) ,/
fi(x)= _x —otl x (-1;1), f derivabila pe R\{1;-1}
—1y ,}
2
2a) J’(COSaz +sinz)dr =2
0

b) F'(z) = f4(2)
F"(z) = 4sin z cos z(cos z — sin® z) f2(z)
F"(z) = f2(z)sin 4z

s

c) Cu xzz—y obtinem I—J' Cos—xdas:J
2 0 sin*z +cos*z
[+7==2
2
]:J:z
4
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Varianta 84 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitdmantul Preuniversitar
Rezolvare

1. Avem 3(2 +E)Dy, Oz0y, deci z=3z+3z —(22 +32) Oy.

2. f(x)= —%xz —%x +4,

3. Ecuatia f (X) =v,y D(1,3): X= 37y D(O,oo) are solutie unica.

4. n=g8.
5 KO8 -8 BE) . (BE .80 .8
6. cosa=cos(b +7'r) =—cos a, deci cos aldosb=—-cos>a<0.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Se inlocuiesc X, =2, Y, =2, z, =1 In ecuatiile sistemului si se obtine m=3si n=2.
b) Sistemul admite solutie unica daca determinantul matricei sistemului este nenul. Cum det A=3-n,
rezulta nOy \{3}.

c) Daca nOy \{3} , sistemul este compatibil determinat. Dar sistemul este compatibil nedeterminat; ca

urmare, N =3.Rangul matricei sistemului este 2 si deoarece sistemul este compatibil, rangul matricei extinse
trebuie sa fie 2. Obtinemm =1.

2. a) Fiecare matrice din G este determinata de o pereche (a,b) Ozx z;,deci G are 9 elemente.
lab 1cd 1 a+c b+d

b) Inmultirea este corect definitipeG: 0 1 0-0 1 0 =0 1 0 0OG
001 001 0 0 1

Inmultirea matricelor este asociativi pe M 3(Z3) , deci si pe G. Elementul neutru este |5, iar inversa matricei

1 ab 1 -a b
A= 0 1 00OGeste A'=0 1 0
001 0 0 1
1 ab 1 a+a b+b 1 a+a+a b+b+b 100
c)Daca X=0 1 0 ,X*=0 1 0 six’=o0 1 0 =01 0 =,
00 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
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Varianta 84 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie

1.a) f(x)_E—(i—2

f strict descrescatoare pe (—,0) si strict crescatoare pe (0,00)

b) }(mo} f(X) =00 )l(lrg% =00 nu avem asimptota spre + 00
}(irg f(x)=0 y=0 asimptota orizontala spre — oo
lxifr(} f(x) =+ !(ifrol f(X) =—00  x=0 asimptota verticala
x>0 X<0

c) f(n+1)—f(n):¥, c(n,n+1)

n‘e"(n-1)
(n+1)°
limn*(f(n) = f(n+1)=—-oo

2.2) fa):ﬁe*az—a+2mt

<n*(f(n+1)-f(n))<e™n?

1
L=-5 f(1)>Ie‘tdt:1—é >0
0

b) f'(x) =e™* (x> =3x+2)
Tabelul de variatie
x=1 punct de maxim local si x=2 punct de minim local

f(x)+ f(=x)

C) L =lim _( )=
X-0 X
L =lim 10—
X0 2X
L=-5
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Varianta 85 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Rezolvare

1.Hez:a+bL@bDy.Awmi@—i)zua+m—a+m)=abmy

2. A=(m-1)*=0 m=1.
3. X =3este unica solutie.
4

. C;( 2k .k =1,2,..6 se divid cu 2 si 7, deci cu 14; iar primul si ultimul termen nu. Sunt 6 termeni.

5.%35@:A8mc&mAzzm@mgéz

6. sin 2a—sin 2b =2sin(a —b)cos(a +b) =2sin(a —b)cos% =0.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

l.a) det A=-5m
b) Sistemul admite solutii nenule dacd determinantul matricei sistemului este nul, deci m =0
c) Pentru m =0 sistemul are solutii nebanale: Xx=A, y =31, z =54, unde AOR. fnlocuind, rezultd

Yo% T
5oy % 3
2a) f(i)=b-5+i(a+4) =0, de unde a=—4,b =5.

2
4 4 4 4
b) (%, =1)> +(x, —1)° +(x =1)* +(x, -1)* =D % 22 %, + ZXkJ 2 XX 2D % #
k=1 k=1 k=1 K] k=1
¢) Daca polinomul are toate rdddcinile reale, tinind cont de relatia obtinutd la punctul anterior, rezultd

(% =1)" =(x, =1)> =(x5 =1)* =(x, =1)* =0, deci X =%, =%; =X, =1. Obtinem a =4, b =1.
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Varianta 85 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
l.a) lim f(x) =1, y=1 asimptota orizontala spre +oo

X—00

lim f(x)=1 y=1 asimptota orizontala spre -co
X——00

lim f(x) =0, lim f(x) =400 x=0 asimptota verticala

X0 x\,0
b)
1
: e (2x+1) S
f (X) = ———= ,deci x=-0,5 este punct de inflexiune
X
11 L —
c) lim x2@**+ —ex) = lim exx?|e ***D _1
X—00 X—00
1
T 2 L ox(x+1)
—mex——= & 1
X —00 X(X +1) —
X(Xx+1)
n
2.a = [ 4tg®
) (N j; tg“xdx
n n
= |4 2 _[4
fo (14 tg“x)dx fo 1dx
n n It
=tox |§ Xx|j=1——
gx g 0 4
b) X € O;g] =tgx € [0;1] tg®™x >tg*" X = 1., <,
I, >0
(In)n>1 marginit inferior = (I,) convergent
Tt T
_ [44qn+2 _ [ 4[4 2 44N
c) I _j; tg" T“xdx _fo [tg X(tg“x +1) —tg xbx
n+l, T
:tg X|§ —Ih sl +1n = !
n—+1 n+1

Dacal, =1=2=0=1=0
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Varianta 86 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Rezolvare
1. Prin calcul obtinem _%
24p2 _(a+b)’
2.Avema *b =( ) —222.
ab 2
3. §4kmkuz.

4. Sunt 4 elemente 1n A $i 3 multiplii de 7.

5. AB+AC +AD ZZE, deci modulul este 2AC :6\/5.

6.

cosl® +cos2’ +cos3° +... +cos179° =(cosl° +cosl79°) +(cos2° +cosl78°) +.. +(cos89o +cos91°) 40s90° )

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Determinantul matricei sistemului este A = ab(b —a)(a —1)(b —1).
b) Sistemul este compatibil determinat dacd A #0. Rezultd a,b R \{0,1} ,a& b

¢) Evidentrang A < rang A
Coloana termenilor liberi este aceeasi cu a treia coloand a matricei sistemului, deci orice minor al matricei
extinse este Si minor al matricei sistemului. Ca urmare, rangx <rang A, deci rang A = rangﬂ, adica sistemul
este compatibil.

2.2) f2= (QX +i)2 =1, polinom care are gradul 0.
b) Cum f-f =1, f este element inversabil al inelului (Z,[X].+.Dsi £~ = 1.
a>=0
¢) Fie g0Z,[X].g =ax+b, a#0,astfel incat g> =1.. Rezultd 2ab=0. Obtinem b=1 sau b=3 si
b =1

a=2. Obtinem doud polinoame cu proprietatea cerutd in enun{: g, = 2X +1 si g, = 2X +3.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 86 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
: x>
1.a) f'x) = ——— f(0) =0, f(0)=-1y+1=0
o+
b) lim f(x) =1 y=1 asimptota orizontala spre +oo
X—00
lim f(x) =1 y=1 asimptota orizontala spre -co
X——00

lim f(x) = -0, lim f(x) = +o00, x=-1 asimptota verticala
x,/—1 x\,—1

k-1 k-DkK+D+1)

c =
) K341 (k+D(kk-D+1)
2
3t@t@.fy =" +1
2 n--+n
2
2 n
lim w =g
n—ool N~ +nN
1L Tt . Tt
= . - 1—cos2x X sin2x) 5
2.a.) |2:L25|n2XdX IZZLZTdX:[E— 4 ]lg
T
|2 :Z
n n n
b) I, = f23in”_lx(—cosx)’dx = —sin"txcosx |2 +(n —1)f25in“_2x cos? xdx
0 0
Tt
—(n —1)f02 sin" 2 x(L— cos?x)dx = (n —DI,,_, —(n — DI,
de unde rezulta relatia
T T
3 3 T
c) sin X < X, [ 0.de unde avem OSJ.Sin"XdXSJ.XndX: ,
) g 3(n+1)

deci limita cautata este 0.
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Varianta 87 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitdmantul Preuniversitar
Rezolvare
_3 _
. 1-+-Z+Z2 :1 z :17 =0.
1-2 -
.oxOF 37 27 1,0,1,23.

1
2
3. Observam ca [y] (2,00), axd (49 ),x J¥ 1 astfel ca f(x)=y.
4
5

[

N

. Avem 4 numere divizibile cu 24, anume 24, 48, 72, 96.

a_a+l 3
L —=—=a=—.
3 5 2
6. Semiperimetrul Si aria sunt p :E, S :15\/3 =>r :E :—3.
2 4 p 2

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1.a) Calcul direct
10 9 9
b) A=9A L;+A'= 9 10 9  det(l;+A%)=28.
9 9 10
8 a a +b+c @, thy +c;, a; +by ey
c)Fie B= b b, by AB= a +b +c; a, +b, +c, a; +h; +c;
€ C G a +b+¢ @, thy +c; a; +b; +c;

atatay a tay tay @ ta, +ag

BA= b +b, +b; b +b, +b; b +b, +b; . Egaland elementele aflate pe pozitii corespondente,
C +Cy+C3 € +Cy +C3 € +Cp +C3

obtinem concluzia.

2.2) 1+2+...+20 =(i +2A0) +(§ +@) +.. +{ﬁ) ﬂAl) .

b)i@[L@b:iiﬁéﬁS%émsﬁﬂzd

1 1 . x . . . .
€)21=37 ¢(21) =211 3 1 w7 =12, deci numarul elementelor inversabile ale inelului Z,, este 12.

Numdrul elementelor neinversabile din Z,, este 21-12 =9.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 87 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1.a) f/(x) =a* Ina—ax®?!
f'() =a(lna—1)
b) f'(a) =a%(lna—1)
f@) =0
y =a?(lna—1(x —a)
c) fx)>0="1(@)

= conform Fermat(f derivabila), f'(a)=0 = a=e
g(x)=e* —x° >0, Vx>0

e
2.a I, = | Inxdx
) 1 fl
e
=xInx [} — [ 1dx
-,
—e—e+1=1
I A _ n P
b) In_flxln xdx =xIn"x ff nflln X
=e—nl,_;
C) Inx € [0;1] = 1,4 <,
I, >0

(I))n>1 descrescator si marginit = (I,,),>; convergent
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Varianta 88 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnvitdmantul Preuniversitar
Rezolvare
1. i—-i=0.
2. [-15].

! T . 1 e o
3. arcsin 3 +arccosX = 7 =arcsin X +arccosX X = > care verifica.

|
4. Probabilitatea este 5— Zﬁ.
5 625

5. G(0,2).

6. Avem cosa=§ si tgg— Sin a

1
2 l+cosa 2

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
+
1.a) Fie A= & b Al = a4 A+ Al = 2 b +a
3 b b b, b+a, 2b,

Tr(A+A) =2(a +b,) =2Tr(A)

t al +b  a, +hb,

b) AA" =
aa, +bb, a3 +by

Tr(A-At) =a? +aj +b? +b =0 daca si numai daci a =a, =b, =h, =0 A=0,.

c) Suma elementelor matricei ACA este a’ +b? +a3 +b7 +2a,a, +2bb, :(a, +a, )2 +(bl +, )2.

8 @

b b

ata,
b +b, b,

S=0 @ +a, =b +b, =0, de unde obtinem ca det A= = =0

70
2.a) A?= - =71,, deci A>OK (pentrua 7,b= 0)

b) Fie X =al, +bA,Y =cl, +dA; atunci XY =(ac+7bd)l, +(ad +bc)A XY OK

c) Fie X =al, +bA, Y =cl, +dA, X #O,, astfel incdt XY =1, . Vom demonstra ca det X =a* —=7b* #0.
2

. . A < .oa
Presupunand contrariul, ar rezulta ci exista a,b[]Q astfel incat a> =7b%. Daca b # 0, atunci b =17,
absurd, deoarece 7 nu este patratul niciunui numar rational. Ca urmare, b =0, deci si a =0, adicd X =0,,
contradictie.
a
c=—0
. ac+7hd =1 a? -7p? Q . 1 a -b
Din XY =1, rezulta _ ) ,deciY = ——
BACALAUREAT 2008 ad ATHEMATICA d Proba Dtatupulljbblectuluu MTaZpragramatM1 a
-2 2
a“-7b
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Varianta 88 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
1
1 fm=2, f(1)==
a)  f="1 r)=;
1
S =—(x—1
y ;*=1)
x=f (X 1-f (x
b) lim %( )—(gj—lim 2( )—l
X0 X 0) x-0  3x 3
c) g(1) = g(0),deci exista ¢ € (0;1) astfel incatg'(c) =0

g"(x) > 0,g9" strict crescatoare,deci c este unic
C punct de extrem

1 1
2.a) I, = j; x%sinx = x> (—cosX)|(1) —|—2f0 X (sinx )’ dx

1
= —cosl+ 2xsinxl} —2j; sin X

= —cosl+2sinl+2cosl—2=2sinl+ cosl—2
b) X2 > x>0
sinx >0=1, >0

(In)n>1 descrescator si marginit = (I, ),>; convergent
! 1
K lp = f X" (= cosx)dx = —x*" cosx [ +2n [ x*"!(sinx)’

= —cosl+2nx®™ tsinx [§ —2n(2n — DI, =
=2nsinl —cosl—2n(2n —DI,,_;
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Varianta 89 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Rezolvare

1. z=—§i.
7
2. x=53si x=-1.

3. Ecuatia f (X) =y e 4yx2 —Xx+Yy =0 are solutii reale daca i numai daca

qu l,l}:lm {-Ll}.
474 474

4. Sunt Ai =24 de functii strict crescitoare i tot 24 strict descrescitoare. in total sunt 48 de functii strict

?O%ie% =%+%’ - ﬁ—% = —%I +% - %g :g, evident.

6. sin2a—sin2b :25in(a —b)cos(a +b) =sin(a —b), de unde cerinta

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1 -1 0 0
1.a) Fie A matricea sistemului: A= 0 0 1 -1 rangA =3
1 1 1 1

Avem rangﬁ =3 =rangA, deci sistemul este compatibil

+ = T = —_ =
b) Rezolvand sistemul obtinem: X; =1*a 2b 2 s X =1-a 2b 2

, X3 =b+A, x4 =4, 4 Oy

- . SN S . < 1
Punénd conditiile ca X;,X,,X;,X, si X, +X, sa fie In progresie aritmetica, rezulta a =b = _ﬁ
c)Dinx, >0 A>0.Apoi, X, >0 1-a-b-24>0,deci l1-a-b>24>0 a+b<l
2.a) (1=%)(1=x)(1=x3) =1 =(x; +X; +x3) H{X Xy X3 +X3X) K XoX3 =
b) Presupunénd ca f are o radacina intreagd a, atunci a este divizor al termenului liber al polinomului, adica
a D{- 1,1} . Cum nici 1, nici -1 nu este radécina a lui f, rezulta cd f nu are radacini intregi.

C) XXy + X X3 +X3X +X3X3 +X3X HXa Xy =(X 4%, +x3)(x12 +X3 +x§) —(x? 3 19(2)
. 2
Avem X +X, +X3 =3 5 X X3 +X5 =(X +%X +%3)" “2(X Xy +XoX3 X5 ) =

Avem X§ —3x¢ +5% +1 =0,k =1,2,3 si adunand, rezultd x; +x; +x3 =21.

In concluzie, X7x, +XPX; +X3% +X3%; +X3X +X3%, =I8.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 89 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
| 1 Xx+a
la f,(X)=In 1+— -
a(®)=In X X(X+1)
. x(a-1)+a
b faoo="208
X (x+1)

f convexa pe (0; o )daca si numai daca f ”(X) =20, 0 =

2a-120 si >(0 ,deunde all lqo
2a-1 2
c lim f(X)=o [0
X - 00

_ . In(x+1)-Inx o
L=1lim f(x) = lim ————=—

X — 00 X — 00 1 o0
X+a
L =1 folosind regula lui I’Hopital
LT 7T
2 2
1+cos2x
2.a I, = [cos? xdx = —dx
= feostatn= |
I, n+l n
[ |2 =_
I+t n 4
Ul 7
2 2
b I, = Icosn ! x(sinx)'dx =(n - )J’cosn_2 xsin? xdx
0 0

=(n-1)1,., =(n =1)1,, .de unde

nl, =(n=1)1,_,
c COS X D[O;l] deundel,,; <I, sinplus I, =0 | =0,deci sirul este descrescator si marginit inferior,

adica e convergent.
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Varianta 90 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Rezolvare
+
1. 150:M

0= a =§.

2
2. Notand s=a+b,p =ab avem s*>-2p=1,5s =2, deunde s=2, p=1§i a=b=1=(a,b)=(11).
3. Avem XD(O,%} iar ecuatia se scrie x(9—2x) =10. Obtinem solutiile x=2 $i x=2,5.

4. Sunt 100 de numere in multimea M si 14 multiplii cu 7; probabilitatea este % = % .
5 y=-2x+2.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a)det(A,)=1si cum det(A;)#0= A inversabila.

1 2(x+y) 5(x+y)2 -2(x +y)
b) Ac-A, =] 0 1 5(x+y) .deci A¢-A, = A,y 0G
0 0 1

c) Intrucat A, = I, si Ay-Ay = Ay =15, deducem ca inversa matricei A; este A_j.

2.a) Avem relatiile f(o):g(o):l, f(l) :g(l) =0 si f(z):g(z):z, deci f(x)=g(x), 00 z5.

b) Singura radacina a lui f este 1.

¢) Cum 1 este radacind, X —1 divide pe f, deci f :(x —1)(x2 +X +2) :(x +2)(x2 +X +2). Polinomul

g=X 2 + X +2 nu are radicini in Z5, deci este ireductibil (presupunand cd g s-ar descompune in produsul
a doua polinoame de gradul 1, ar rezulta ca g are radacini).

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 90 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
l1a). lion(} ( X+In X) = —o0 deci x=0 este asimptota verticala;
X
lim f (X) = o0, deci nu avem asimptota orizontala;

X - 00

m=1 dar n nu este finit,deci nu avem asimptota oblica
b) g,(x)=x"+x", g (x)=n(n-1)x"? +n(n +D)x

c) sirul (X, ), este crescator si marginit superior de 2,deci convergent

™2 >0,0% 0,deci functiile sunt convexe

n
X In X . o _
~ +—— =1 rezulta ca singura limita posibila este 2.

si scriind relatia ?

X t2 X 1 X2
2a Iy =(——dt=f t-1+—— dt ==2— —x +In(x +1
) 2 -([t+1 _(l; t+1 2 ( )
Xn , ¢n-1 X n n
"+t gy & X
b I, + 1 = [————dt = [t"Tdt=—|X =2
) n"In-t _[ t+1 I n 0 n
0 0
0 C 0o [0
+1 '
X Xn+1
0<|n <J’tndt: - 0,01 [0,1]
! n+1

deunderezulta lim I, =0

n-oo
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Varianta 91 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Rezolvare

. \z\=‘\/5—1 +i(\/§ +1)‘2 =6.

. (1-2y)? -6y? =1= -4y -2y? =0 = y =0 sau y = -2. Obtinem x=1,y =0 si Xx=5,y = 2.
3. Deexemplu, f(0)=1=f(-0).

4. C}-C35=Cq :—110[? =45.

[y

N

5. AB+AD =AC si AB - AD ZE, deci AC =BD, de unde cerinta.
1_

G-

13 =2-3

6. tgl5° =tg (45° -30°) =
1+

&

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1.a) A2=5A 1+2x 100 5 10 x=2
' - 5% 2x+16  5x 20 T

b) Pentru X =2, conform punctului anterior, rezulta A% =5A. Prin inductie, rezultd AN =5 A, pentru orice

nO} ", de unde A2008 =52007 o

2 X+2
Xx+2 8

2a) f(-1)=a’-2a+7=10 aOf L3.

c) A+A = rang( A+ A') =1 dacd si numai daca det A+ A') =0, adica xOf 6,2}.

2 .
b) X7+ +X5 +X; =(X +X, +X; +X,) 2 XX, . Cum X, +X, +X, +X, =1 -a si %X, = ,

1=I<)<4 Isi<)=<4
rezultd X, +X; +X; +X; =—2a -2

2
¢) Avem Z (xi —xj) =3 Z ) z xX; =-a’ —6a —9. Daci f are toate ridacinile reale
Isi<j<4

Isi<y<4 Isi<)=<4

2 2
X-x) 20 -a’-6a-920 a=-3.

“—~

<i<j<4

X tX + X %y 1

Egalitatea are loc dacd X; =X, =X3 =X4 = 1 %a =1.1In final, a=-3,b =-8,¢c =2.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 91 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie

l.a) lim f(x)=c ,lim f(x):z
X — 00 X—0 X
lim ( f (x)-2x)=0=n

X — 00

=m

y =2x asimptota oblica spre o
: 2x* +6x* : : o
b) f(x) :—62 >0 deci f strict crescatoare adica injectiva
()
lim f(x)=-co, lim f(x)=w ,f continua f surjectiva
X — —00 X — 00

f Dbijectiva,deci f inversabila

In f(ex) 3x1n2—2x+1n(1+e‘“)
. X ; lim )
c) hm(f(e )) e X =e X =8e
X — 00
! sinZ x
2a) F (x)=e >0
de unde F este strict crescatoare
b) F este functie Rolle pe [0;x],deci, conform teoremei lui Lagrange,

[c,0 (0;x) astfel incat%)l F(cy)
Adica F(x)=xf (CX)

c) Cazul de nedeterminare %

. . F(x)
Conform teoremei 1’ Hopital, lim =lim f (X) =1
x-0 X X-0
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Varianta 92 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Rezolvare

1. Fie q ratia progresiei. Avem a(q3 —1) =7, aq(q —1) =2,de unde q=2.

2. mx*+x-2<0,x0y - m<0siA=1+8m <0. Rezulti ms—%,
3.

s koo 1 n k 7T K _ T B
2x+gm{(- 1) arcsm[ E} k77| k] z}:xD{ o £ o T’Tkm 2}0(0,5)—{2, ARt

_ 0 _~2 L ~h 6 L8 _~O 2 A8 6 _~4
4. n=Cy, —Cjj +Cyjy —Cfy +Ci}y =Cfy +(C10 ‘Clo) ‘(Cm ‘Cm) 490 4.

dd )
5. 0=ul¥=a“-1+2a+2=a=1I.
1)%_2&]_4&

6. sing = —&Dsinﬂl 22[6—7
3 3 3

9

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie

1a) AQX +Y)RA'=AX-A' +AY-A' =0, X+YOG
a b -1

b) Fie X = 0G; atunci AX-A'=(a+b+c+d)
c d -1 1

AX-A'=0, a+b+c+d=0

c) detX =0 X2 =tX, unde t=Tr(A) . Prin inductie rezultd X" =t"x, pentru orice NnON, re 1

Atnci AX™A =t"(AX-A) =0, X"DG.

2. a) Prin impértire se obtine catul X2 —4X +5 si restul 0.

b) f=(X2-2X +5)(X? -4X +5). Radacinile polinomului sunt x,, =1#2i, X, 4 =2 i, niciuna nefiind

reald.
¢) Prin calcul direct rezultd [x, | =+/5, k =1,2,3,4.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 92 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
la f'(x)= . f'e) = 1
x Inx e
fe)=0 . y=1ix-e
e
Inx+1
by f "(X) SR <0,0% 1,deci f este concave
(xInx)
. 1
¢) Conform teoremei lui Lagrange existacC, D(X, X+ 1) ai. f (Xl- 1)— f (X)= f '(CX ): 1
¢, Inc,
. XlnXx XIn X XIn X .
avem de calculat lim ——— dar cum < <1 limita cautata este 1.
x-=C InC, (x+1)In(x+1) c,Inc,
T
2 T
2a) j f (x)dx =arctg (sinx) |2 =
0
b) Fie F o primitiva a lui f
= F00 =2 2 0 (M € [0.7]

1+sin?x
= F strict crescatoare pe [0, o0)

2m 2
¢) cusubstitutia X =277~y obtinem | = [ (277-y)f (y)dy =2 7 f (y)dy |
0 0

de unde I=0.

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 93 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Rezolvare

1 z=1£3i = [z]=2.
2. f(x)=ax+b,a>0= f(f(x))=a’x+ab+b=a=2,b=1.
3. x=2.
L
© 1000

5. Dreapta AB are ecuatia X — Yy +1 =0. Distanta este %

6. Avem sina =0 sau cosa =1, deci X =77.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Prin calcul direct rezultd A = (1 0).

6 1
1 2 -1 1 -2
b) A-Al = :%AN):_L .
2 1 3{-2 1
) a b 3 . . A ) . a 0) .
c)Fie X = c dl Cum X~ =AX =XA, rezultd a=d si b=0. Inlocuind apoi X = c a in ecuatia

2 ) . . . 10 -1 0
X*“=A, rezulta a” =1 si ac =1. Obtinem solutiile X, = 11 , Xy = L o-1)

2.a) Restul impdrtirii polinomului f la X +1 este f (—l) =b -5
b) Fie g = f —X ;atunci X* - X |g.Rezultd g(0)=g(1) =0, de unde a=0,b =0
¢) (X -1)°|f=f(1)=1'(1)=0. Avem f(1)=0=2a+b+1=0si f'(1)=0=>11a—15=0; obtinem
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Varianta 93 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutie
1a) f, (x) =3x +t°
b) f. (X) =3x’ +t”>0 pentru orice x real,deci functia este strict crescatoare
c) lim f, (x) = oo, lim f, (x) = =0, f, continua = f, surjectiva

cum functia era strict crescatoare,deci injectiva,inseamna ca ea este inversabila

1

20
2a) f(1) =.([(t2 +1dt =
2x° 2
b) f(x)= X;/M+ X;/M, deci f(-x) =-f(x),adica f este impara
c)

Conform teoremei luiLagrange exista ¢, O(x,x 1) ai. f (% 1 f(xf f'(c,)F (c;+ 1)\/5

. (x2+1)\/§<(cj+1)\/a <((x+1) +1)\/x +1
XZ\/; XZ\/; XZ\/;

rezulta ca limita cautata este 1.

cu
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Varianta 94 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Rezolvare

1 (1+i) =~
1+x 1-X

2. f(-x)=In—— =-In—— =—f (x).
1-X 1+Xx

w

2
5457 =2e (5°-1) =0= x=0.
4. Sunt 4 cifre prime, anume 2,3,5,7, deci sunt 400 de numere cu proprietatea cerutd. Probabilitatea este % .

5. Punctele B,C,O sunt coliniare Si O este mijlocul segmentului BC. Rezultd cd BC este diametru
al cercului circumscris, deci A=90°.
6. (sina'+cosa)2 =l=sin20 =0=tg2x =0.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

1.a) X (a) X (b) =(1, +aA)(l, +bA) =1, +(a +b) A +abA’

Cum A’ =0, rezultd X (a)X (b) =1, +(a+b)A =X (a +b).

b)X (a)X (e)=X(a)= X (a+e)=X(a)=a+e=a=e=0.

¢) Prin inductie avem X (a)-X (a, ). X (a,) =X (a, +a, +... +a,),01M } 5
Rezultd X (2) X (3)...X (2008) = X (1005-2007).

2.3) Pentru x = -1 rezultd f(-1)=1(-1) +3f (1) +1, deci f(-1)=-1

b) Restul impartirii polinomului f la X =5 este f (5)

Pentru x =0 rezultd f (1)=*(0)+3f (0) +1 =1

Pentru x =1 rezultd f (5) = fz(l) +3f (1) +1=5

c) Fie sirul de numere reale (an)n20 definit prin a; =0 $i a,4 :aﬁ +3a, +1,On=0

Prin inductie rezultd f(a,)=a, si &, <a, pentru orice n0}
Polinomul h=f — X se anuleaza de o infinitate de ori, deci f —X =0, adicd f =X

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 94 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
1.a) lim f(z) = +oo
T — 00
lim —f<$)=+00
r—-o00 I
f nu admite asimptota spre +oo
b) f'(z)=0 (n+1)z"—(n+2)=0
. = n+2
" n+1
. . n+2
C) lim X, =lim ‘n/ =1
n-o n-o\ n+l
28) =TTl ot Lo
' 1=J, 1+ 22 =, 1+2
=z | —arctg@ [\= 1—%
1$2n+2 +x2n
b Lo+, = —dz =
) n+1 n IO 1+ 22 T
1
= 2*ds = 1
0 2n +1
:IJQTL 5 ) 1
c =z, z [0,1 O0<I, <[ z7dzx= -0
) s )o [0.1 =T —
n — 0o
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Varianta 95 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Rezolvare

1
> <1 > =0.
X“+1 X©+1

2. Ecuatia se scrie 1=(1-x)|l +x|. Obtinem x =0 si x = —2.

1. 0<

3. Functiile g,h: (0,00) -y, f (x) =a’, g (X) =log, X, sunt strict monotone de aceeasi monotonie, deci
functia f =g +h este strict monotona.

4. Sunt cinci cifre impare, anume 1,3,5,7,9, si A53 =60 de numere cu proprietatea cerutd. Probabilitatea este
60 _ 1

90% d15 .

5. ul¥=3+3a+a” >0,[a0y.

6. sin X +sin 5X =2cos 2x [8in 3X, de unde cerinta

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie
1928227 (5 3}
1 2 2 4
2+x 1 1
b)Ay+xls=| 1 2+x 1 |=det(A+xl3)=(x+4)(x+1)’
1 1 2+X
det(A+xl3)=0=x0Of 4+ 1}
4 -1 -1 -l
. . U 11-1 4 -1 -1 . . .
c) detA, =5#0, deci A, este inversabila. Fie B=g 4 -1 4 4 . Prin calcul direct se aratd ca
-1 -1 -1 4

AB=BA=I,, deci B=A"".

Calculul inversei matricei A, si obtinerea formei cerutd in enunt

2.8) X, =1+i= X3 =1-i.Obtinem a=4,b=6,c =4

b) Presupunem ca existd a,b,cy astfel ca resturile impartirii polinomul fla (X =12 si (X —2)% sunt
egale cu rOy [X] gradi€ 1.Fie g=f —r;atunci gradg =3. Atunci (X —1)2 |g si (X —2)2 lg
Rezulta (X - 1)2 (X - 2)2 | g = gradg = 4, contradictie

c) Presupunem ci X <0. Pe rand, rezultd X’ <0, —ax; <0, bx, 0, —¢ <0. Obtinem 0= f (x) <0,
contradictie

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 95 - rezolvari mate MT1

la

2.a

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnviatimantul Preuniversitar

Solutie
lim f(z) =2

T . .
y=3 asimptota orizontala spre +oo

G@) =@+ D= @) —f _

s +x+1 2z +z+1
g'(x)=0

g derivabila pe R g(const)=g(0)=0 x

arctg = arctg(k + 1) — arctgk

B +k+1
i 1 T

arctg ———— = arctg(n +1) — —
kZl e gn+D—

. s T
lim (arctg(n +1)— =) = —
lim aretg(n + =) =7

1_,
I ZJ'O e “xdx

= J'le(e_x)'dx =—ze " [§ +J'Ole_xd1: =
=—l—¢" |%)= —2¢71+1

L —ay o n—z (L 12 nm
I, =J'O(—e ) 2"dz = —2"e™" | +nIOe " dx
=—et+nl,_,
sirul (1,)),,>1 este descrescator

sirul (1,),,=1 marginit inferior de O, deci convergent
Fie I= lim z,. Daca I>0, trecand la limita obtinem |=oco, absurd, deci 1=0.

T — 0o
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Varianta 96 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Rezolvare

1. Avem b? =ac. Daci prin absurd nu toate numerele sunt pare, din a+b +¢ par rezulta ca un numar este

par si doud impare. Atunci unul din membrii relatiei b? =ac este par si celdlalt par, fals.
2. f(a)+f(a+1)=2(a +2)2 20.

3. log, x+log, X :%logz X>3 = x>4.
4. C,+C; =120 = n(n+1) =240 = n=15.
d'd
5. ul¥=2-a<0 = a>2.
6. Avem B =90% A=30% deci BA=4/3 si aria triunghiului este 8+/3.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii

, [a*+bc b(a+d)
l.aA =
c(a+d) d*+bc
b) Tr(A)=0=> A* = —det All,. Atunci A*[B=B[A’ =—(detA)-B
) A> =Tr(A)[A +det All, =0, = A’B —~Tr(A) [AB +(det A) B =0,
A’ =Tr(A) A +det All, =0, = BA”> = Tr(A) (BA +(det A) (B =0,
Scézand relatjile de mai sus rezultd Tr(A) [{AB -~ BA) =0, = AB = BA

J . Se verificd prin calcul direct c& A* =Tr(A) (A +det A, =0,

2 2

2.0) 23 02 +x3 =(x +x x5 ) 2 Y x;xj =10.

Isi<j<4

b) (X =I)(X =3)| f = f(1)=f(3) =0. Obtinem a=-14,b =6

u?+v? +4uv =13. Atunci v =2; u=1, v=2,deunde a=-12,b =4

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 96 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
la Evident lim f(X)= +oo si lim f(x)= —oo, k=1,2,...,2008
x\ok x,/k
x=k asimptota verticala pentru k=1,2,...,2008
lim f(x)= 0= lim f(x) y=0 asimptota orizontala spre +oo si -co
X — 00 X - — 00

Fie g:A - R, g(x)=f(x)-a

b

li X)= oo, 1 X)= —oo C k;k + 1) astfel incat =0

lim g = e, Tim g) (o (ko+ 1) astiel incat g (cy)

k=12,...,2008 lim g(x)= —a, limg(x)= —oo

X - — 00 X1
lim g(x)= +oo, lim g(x)= -a
X\,2008 X — ©o
mai avem o solutie in (-00;1) sau (2008;00)
c f"(x)= 2 5+ 2 3+...+;3
x=-17 (x=-2) (x —2008)

f" se anuleaza in (k;k+1) o singura data(strict descrescatoare),

k=1,1,...2008

2007 puncte de inflexiune
2.a f'(x)= e’

f'x)>0 x R fstrict crescatoare pe R
b f'(x)=-27%

f"x)<0 x [0;00) fconcava pe [0;00)

n
- t

i f(n)= J-o e dt

n+1 2
f(n+1)- f(n)= J' e dt>0 (f,) crescatoare

t2 2 n
e 21+t f(n)sJ’

s
dt = arctgn < —
01+ t2 g 2

(fn),5, crescator si marginit superior  (f,) ,, convergent
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Varianta 97 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Rezolvare

1. J/100 <3125 =5 =log, 32 <3! =6.

2. Privind ca trinom in X avem A = 9y2 —12y2 = —3y2 <0, de unde cerinta.

3. sin2x=cosX cosx=0sau sinX:% x0O %— krjkd z O { 1)k§- krld z .

4. A -4} =533-485 =0,

5. %:2%—g c(3,7)2.

_ BC _
2sin A

6. sinA=i
5

W | oo oo

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie
l.a) detA=-1.

b) Prin calcul direct rezulta A™' =

— o O

0
1
0

S O =

c) Fie B =15 +A; rezulta B2 =2B. Prin inductie rezultd imediat cd B" =2"7'B.

2.a) Restul impartirii polinomului f; la polinomul X -2 este f, (2) =7#0,deci X =2 nudivide f
b) Fie g catul impartirii lui f; la X —1; suma coeficientilor polinomului g este g (1)

Avem f3(1)=-2 f3=(X-1)g-2 f3+2=(X-1)g

Dar f;+2= X =1 +(2X2 4% +2) =(X )(X® +x7 +. X 4) 2(X ), deci

g=X +XT . +X +1+2(X ) g(1)=9.

Alternativ: Fie g catul impartirii lui f; la X —1; suma coeficientilor lui g este ¢ (l)

Avem fy=(X-1)g-2 f'=(X-1)g' +g,deci f'(1)=g(1) g(1)=9

C) Aplicand teorema Tmpartirii cu rest, rezulta f, = (X 24X +l)q +r,r =aX +b0 R[ X]

Fie & o radacina a polinomuluih = X2 + X +1; atunci &= 1, e +e+1=0

Insa f(g)=¢" +26* -4c+1 =6 si f(£)=ac+b,deci a=—6,b=0 r=-6X.
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Varianta 97 - rezolvari mate MT1

la

2.a

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Tnviatimantul Preuniversitar

Solutie
1 -2X
f'(x)= f"(X) =———<0,0x0[0; 00
(X) v (%) ey [0; 00)

L= limX*(f(x+1)— f(x)) =1 utilizand I"'Hopital sau aplicand teorema lui Lagrange
X — 00

3 4

. X X
F . — , =f -X+—, ' =
leg:y -y,g9(xX)=1(x)-xX 39 (X) "~

20

2

g(0)=0,g crescatoare de unde x O o0;0)
1

Ix(l +x2) f (x)dx =lln(1 +XH) | = l1n2

J 2 2

F'(x)=x*f(X),F'(X)20,deci F este strict crescatoare

A:J’f(x)dx,a <1 A<O<l
) 4

astLAs[— 2 =l 1 _
o '!(1+x2)2 4 2(1+a%)

A<l
4
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Varianta 98 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar
Rezolvare

1. Avem a+bi+2a-2bi =3+ a=Lb=-1 |[7]=V2.
2. x> =3 =0.
3. log,2+log ;2=9  3log,2=9 x=32.

4. Sunt (353 =10 submultimi cu 3 elemente ale lui A, iar singura fara elemente pare este {1,3,5}; raman 9

submultimi.
5 a=b=-L
4 3
6. cosa=—— tga=-——.
5 4

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii

1

Daca A are rangul 2, atunci det A =0 (singurul minor de ordin 3). Avem det A= 2(m —1) , deci
detA=0 m=1
b) Dacé x, +y, +z, =4, din a treia ecuatie a sistemului rezulta X, =2, Yy, +Z, =2. Folosind si a doua

1
1.a) Matricea sistemului A contine un minor nenul de ordin 2, spre exemplu 1 =2

. < Co . . . < 1
ecuatie rezulta Y, =z, =1. Atunci, din prima ecuatie a sistemului rezulta m = Y
c) Sistemul are solutie unicd dacd detAZ0 m#1.

Aplicand regula lui Cramer, rezultd x = —;, y=l,z=-
m-—1 m-—1

(% ¥.2)02°  m-11 mO{0,3

22) X+1|f  f(-1)=0.Cum f(-1)=5+p p=-5.

b) Dacd a Oy este rddacind dubld, atunci f (a) =f '(a) =0
Dint'(a)=0 4(a*-1)=0 a=1.Din f(a)=0 p=3.

2 s
) Cum X7 +x3 +x3 +x7 =(x +xp X3 +x,)” 2 Z xiXj =0, daca polinomul ar avea toate
1si<j<4

raddcinile reale, atunci acestea ar fi toate egale cu 0, contradictie.
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Varianta 98 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie
la f'(x) = na" Yvn
f"@)=n(n—Dz"%2=0 x=0
f convexa
b f'(x)>0 x>0 f strict crescatoare, deci injectiva pe [0;o0)

f(0)=-1si f(1)=n-2 =0, f continua ()z, (G1]
astfel incat f(x,,) =0, X, unic

c f l :in>0 x, 0,£
n n n
lim z, =0
1
2.a [ foodx=1n(1+e*)],
0
T _ > Cost
95 = =I= I21+€dt_1e_+1
gg =1
b g'(x) =f (X)cosx+ f (—X)cosx

X)::COSX

(@]
—

m ot
- e-cost

cost
Tt

=1= I51+€tt FieJ:I_ﬁ

Dar 1=J si I+J=J' cos tdt —25|nt|05

(@]
K
w|:|

:l

N |

=1
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar
Rezolvare

. Avem n=+3+20(3,4)=[n] =3.

X=3.
Exact doud valori ale functiei sunt 1, celelalte fiind 0, deci sunt C,zo =45 de functii.

. MNOVP =(i +3j)(2i +(m -2) ) =3m -4 = m=3.

. Functia cos este descrescétoare pe intervalul [0, 77] , deci cel mai mare este cos 1.

o U~ WM P

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutii
a ¢ a’+b®> ac+hd

b
l.a) AA'= a = )
c d b d ac+bd c?+d?

b) 1(0)=det(AA +0.B) =det( AA) =det(A)det(A') =(det A)* 20

2,12

a“+b”+x ac+bd +x
) Fie f (x) = =(a? +b? +c? +d? ~2ac ~2bd)x +(ad -bc)’.

ac+bd +x c? +d? +x
m=a? +b? +c? +d? -2ac -2bd, n =(ad -bc)’
2.a) Pentru q =1 cosi—-[+isiniT:l +i£DG.

3 3 2 2

b) Fie x=cosqr+isinq 7 y =cosr 7r+isinr 77q,r 0| . Atunci Xy=cos(q +r)7‘r+isin(q +r) iG.
¢) Radacinile polinomului f sunt numerele complexe

2km .. 2k
Zk =COST+|SIH7

are toate radacinile in G.
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Varianta 99 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatdmantul Preuniversitar

Solutie

poo 3P 46X +2 3x%—1
la f'(x)= —
3§/x3+3x2+2x +1 §/x3—x+1
f(0)=0, £'(0)=3
y=3x
b lim f(x)=1

X — ©o

y =1 asimptota orizontala spre +oo
c fk)=3kk+1)(k +2)+1— 3k —Dk(k +1)+1

n
Y fk)=%n*+3n? +on+1-1

k=1
33 a2 o
lim (Yn°+3n“+2n+1—n—1)

_1
| =en-= =e 3
2! 2
et t“Int 1 _e
2.a f(e) = — Intdt = - — tdt
1®) J} 9 9 2-%

4
o) ="+
b f'(x) =x" Inx
X (0;1) Inx<0 f'x)<0
f descrescatoare pe (0;1)

—1<Int=0 x l;1
e

1l‘l
__ﬁt =f,1)=<0
e

1 1
— + =sf1)<0
n+1 (n+1e""! n(1)
lim f,(1) =0
n- oo
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Rezolvare

1. a=2;b=1.

2. x=0.

3. |x-1=3-x x=2.
4. kT =70CE,

5. C(3.9).

[\S)

tgza _4

6. sin’a= =—
1+tg?a 29

|sin a| =——.

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie

4 - 4 -1
1.a) I2+A:[7 _3]:(I2+A)2:(7 j:|2+AA

b) A2 =-A, A*= AZ.A=-AA =-A% =A. Prin inductie matematica rezultd c& A" =(-1)"" A, O] N”,

nONE £ A4

c) Fie B=20081, —A+A" =A’ +.. +A™® =20081, -2008A =2008(1, -A).

deci { A"

-2
Cum I2—A=[ )

2a) f(1)+f(-1) =an(1 +(—1)n) +a,_ (1 + —l)n_l) +.. g (1 { —1)) 04,

1+(—1)k D{O,Z} , pentru orice Kk D{l, 2,..A,n} ,deci f (1) +f (—1) este numdr par

b) Presupunem cd ecuatia f (X) =0 are o rddacind intreagd k; atunci f (X) = (X - k) g (X) ,unde g este un

2 2
5 | = detB =22008"

polinom cu coeficienti intregi.
f (2) = (2 - k) g (2) este impar, deci 2 -k este impar
f (3) = (3 - k) g (3) este impar, deci 3—Kk este impar
Atunci 2 -k +3 -k =5 =2k este par, contradictie.

c) Daca polinomul g =X 3-X +3a+1ar putea fi descompus in produs de doud polinoame neconstante, cu
coeficienti Intregi, unul dintre aceste polinoame ar fi de gradul 1, deci g ar avea o radacind rafionald

X =2, p.q0Z, q=1,(p.q) =1, astfel incat p|1si q|1. Rezultd x, Of 1,1},
q
Pentru X, =-1= g(~1)=3a +1 =0 dacd i numai dacd a = —1DZ.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subilectalui MT1, programa M1
Pentru X, =1=¢ (l) =3a+1=0 daca si numai dacd a = 3 OZ.
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Varianta 100 - rezolvari mate MT 1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
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Solutie

1a) f'(x)=e* +3x> =2x +1 >0,00%] y , de unde rezulta ca functia este strict crescatoare
b) din punctul anterior rezulta ca functia este injectiva
lim f (X) = oo, hm f (X) = —oo ,functia este continua,deci surjectiva,adica inversabila

X — 00

c) cu substitutia X = f (y) obtinem lim () lim 5 y - =1
x-= InX y~°°ln(ey+y -y’ +y) 3
1
2a) II-I;d _I 2 1 4x=2m3-3m2
X" +3x+2 X+2 X+l
b I =x"dx =
) me ¥ I n+1
1
2 x(x
c nx" ——-———
) I X+2 x+1 I X+2 Ix+1
1! 1
- J' J' > dx, de unde rezulta lim nl,, =—
6 (x+2) (x+ n-o 6
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