Varianta 1 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

1. n=4a+1;1+5+9 +... +(4a +1) =231;
3 3
x=Lx, == 3x0]1,=
S { J
. y>1,y=x2 +1;f_1:(1,oo) —»(O,oo),f_l(x)
. C]30 =120 submultimi cu trei elemente

(2—m)2 +(2 +m)2 =4 ;m=%2

Solutii

(4a+2)(a +1)

x -1

=231;2a” +3a-230 =0;a =10, n =41

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitiméntul Preuniversitar

1. a) Calcul direct

Solutie

b) Se demonstreazi prin inductie dupd nON".

. B B 21 2
¢) Dinipoteza rezulta X =

1 L .
J [X ,iar din a), caexista

1 2 1 2
@+ +@-v?* _, B+ PB-
. <. 2 . . 2 2
Folosind b) gésim si solutia: X = .
@+ —@-v*_, B-1 B+
2 2 2

2.a) Calcul direct.
b) Calcul direct, ~16=5 in Z,.

u,vOR, astfel incat X = [u

v

o) Pentru a0Z,, a#0, 08 Z;, f(x)=6+ak. Avem f(a‘l):(), deci f este reductibil.

Pentru a =0, f =(X3 —ﬁ) [@X3 +§), deci f este reductibil.
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Varianta 1 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

X o —00 X X —» —00

l.a) Cum lim (MJ =-asi lim ( f (x) +a E) =0 ,dreapta y = —a [X este asimptota oblica spre — .
b) x =Ina este punct de minim.

¢) Din ipoteza cd avem ca f (x) >f (0) ] R ,deci x =0 este punct de minim pentru f . Din T.Fermat

deducemca f' (0) =0 = a=1si verificare.

2.a) F este derivabila pe (0;00) . F'(x) =L(lnx —2) +2 Qlx d— =f(x),x >0.
X

Jx

b) G primitiva = G este derivabila. G'(x) =f (x) >0,[l2 1= concluzia.

¢ =9 -0 ug.
e

e

©) Aria = 1| f ()t = [1 ~f (x)dx + [ f ()dr ==F ()|} +F (x)
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Varianta 2 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii
1-i) 12
(\IZJ :_i;(_i) -

. x? —6x+5=0;x0{1,5}
x*l
2

=

[\

3.fF RO R, )=

81
=309
P90

. M (1,3) este mijlocul lui (BC); AM =5
m(m=2)+30[~1) =0;m=3

=

N »

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1. a) Calcul direct. Se obtine a =3.
b) A =3[, deci rang(A‘O):l.

0 1
-1 0

2. a) Pentru a,bOM , avem e +¢® —121, deci a0 [@9 :)f M.

© B=A-A' :( j Se obtine B*™ =1,.

b) Pentru a,b,c0M se demonstreazi ci (a Db)DC—' 4J (H 1,=) 1n(eg P 2).

¢) Se demonstreaza prin inductie cd a[al1.J & In (EI et (n 1)).
grdl.. &

denoria

Se obtin apoi solutiile a=0 si a= ln(n —1) .
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Varianta 2 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Se demonstreaza prin inductie matematica.
b) a,4; —a, =-a, EL/Z < 0= sirul dat este strict descrescator.

¢) Cum af <a; Qfa, ,0F0 N, insumind se deduce relatia ceruta.
2.a) F este derivabila pe R.

F()=2Ee—— B2 = /().

} 1+(2x+1j V3

NE)
2x+1
b)Aria ceuta este A = j —dx —ln(x +x +1)‘ =In4.
X +x+1 0
c)Limita ceruta este L = lim (F(n) —F(—n)) :&(7_7 + = ﬂ] 7—&/7
n-— 3 2 2 3
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Varianta 3 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutii

L (V2)7 =255 (Ya)7 =4t (45)7 =520 <5 <45 V2.45.34

2. minf:—A;minf:—S
4a

3. Ig(x=1)(6x =5) =1g100 ;x=5

_6_1
b 90 15
5. ecuatia perpendicularei din A pe d :3x+2y —26 =0
6.~
9

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméantul Preuniversitar

Solutie:

1. a) det(A2+Bz)=j1 =-15.

b) Se arata prin calcul direct.
¢) Daca X,YDMZ((C) si XY =Y [X, atunci

b)
det(Xz +Y2)=det((X +i [F)(X —i 7)) =det(X +i ) det(X —i ).
Mai mult, X =i¥ =X ~i 7, deci det(X?+¥2)=|det(X +i¥)[ 20.
2. a) Se foloseste definitia elementului neutru.
f(3=0
f@=1

f(x)=x-3 este izomorfismul cautat.

a
obtinem {b B si se verificd apoi faptul ca functia f:Z - Z,

b) Deoarece {

¢) Se demonstreaza prin inductie cd xoxo..ox=(x— 3)2008 13,
de 2008 ori x
Se obtin apoi solutiile x=1 si x=5.
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Varianta 3 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

2 _
l.a) Avem ca f'(x) SELTE sl

1) |

b) Din a) avemcaf(x)zf[gj=%+ln6,ﬂx> 0, deci aD[—oo —;+ ln6}

. Iy . .
,x>0= f este strict descrescatoare pe (Og} S1 strict crescatoare pe

.. 1
¢) Deoarece liin f(x)=1lim f(x)=,utilizand a) avem ca pentru m <3 +In6 =m, ec.are 0
x N0 X 00

radacini reale, pentru m = m ec.are o radacina reala, iar pentru m >m ec. are doua radacini reale.
2.a) Functia este continua deci are primitive.

e . . ] _
Daca F este o primitiva pentru f, ,atunci F (x) =1, (x) >0, R.

Asadar functia F este strict crescatoare pe R .

3 1 2 1 31 2
b) Avem ca j —dxzj' dx.,.J‘ dx =1n_0‘
0|x—2|+3 05—-x 2 x +1 9
3 3 +

¢) Avem: limj' £, (x)dx: lim ;dx ~ lim 1n & 3 0.
a— 0 0 a— o Oa—x+3 a0 a
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Varianta 4 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutii

1.-1

2v(-
. 18

-3 =yivbing Lo 1 4 2log; 3

4. 909 numere aab ;99 numere aba ,9 [ numere %;p=0,27

31%@}

21
’_fj;x‘/’y" <0=Vv0OCy,

N | L

w

[9)]

. (3-24)(2a +1) +2(a +1) =0 ;al]{ 2

60Ein A 1

=15\/§;sinA =§ 3 COSA :E ;BC=2\/E

S

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Se aratd ca rang (A)=2.
b) Calcul direct, sau, deoarece rang (A’ [A) < rang (A) =2, rezultd ca det(A’ [A)=0.

c) ATA' =90,,deci det(AA")=81.
2. a) Calcul direct.
b) Se arata ca elementul neutru este e=-1.
Daca xOZ , evident 5x+6%#0.
. o . , 6x+7 . , 1
x este simetrizabil « [Ox0 Z, xx'=xx=-1 o x'=- 07Z , deci 5x'=-6+
5x+6 5x+6
asadar S5x+6 IZI{- 1 l} . Se obtine ca unicul element simetrizabil in raport cu legea “[T” este elementul

0z,

neutru e=-1.
¢) Din ecuatie rezultd ca x este inversabil si din b) rezultd x =-1, care verifica relatia.
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Varianta 4 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii
1.a) y =0asimptota orizontala la cosila —oco.
Dreptele x =0,x = —1sunt asimptote verticale.

—2(3x2 +3x +1)

b)Avemca f' (x) = <0, R \'{ 1,(} ,de unde se obtine concluzia.

)63.(x+1)3
c) Z”:f(k)=zn: L1 oi——1 {imitacerutaeste 1
= Gl (k12 ) (n+1)? e

_ (2 1 _
2.2) Il_jo I=— jdx =2 -In3.

1 x" 2 X" 1, 2 1
b) Avem ca 1, = [ + de <[ x'de+[T1dx =——+1.
01+x" “11+x" 0 1 n+l
n
1ox" 1, 1 ox" 1 B LY .
¢)Avem ca Osj—dxs xX'dx=>0<| ——dx< ,deci Jn —I dx ,are limita
01+ x" 0 01 +x" n+l 01+ x"

2 X" 2 1 . .
egalacu 0.Cum I, =J, +L lf—ndx =J, +L (1 —1 o jdx =J, *l —, s ¢, are limita egala cu
X X

0,deducem ca limita ceruta este egala cul.
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Varianta 5 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

12
5
2. x

0[5 V13,5 13]5x0{2,3,4,5,6,7.8}

3. £71:(0,00) - (1,00), 7N (x) =x +1
4. Numarul cautat e dat de numarul functiilor g :{1,2,3} - {1, 2,3,4} .43 =64 functii

+ +
5. E centrul paralelogramului E(3,3) 2B sz =3,2B zyD =3 ;D(-1,10)

AC

~— =2R;AC=43
sin B

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

1 1 1
1.a) Searatici |x, xp Xxc|=0,decipunctele A, B, C sunt coliniare.

Ya Yp JYc
b) intre linii exista relatia L, =6L, —2L,. Rangul este 2.

1
©) 1 =1#0, deci rang(M)ZZ.

Daca unul dintre minorii de ordinul trei ai lui M care contin ultima coloana este nul, atunci punctul D(a, b)

este coliniar cu doud dintre punctele A, B i C.
Din a) rezulta ca punctele A, B, C, D sunt coliniare, deci toti ceilalti minori de ordinul 3 ai matricei M

sunt nuli. Asadar rang(M ) =2.
2. a) 40506=9.
b) Se demonstreazi ca functia f este bijectivasi Ox, ¥ (0,), f(xB)=r(x)of(y).

¢) Fie ¢q0Q, ¢>3. Atunci, existd m,nON" astfel incdt ¢ =3 + 1
n
08 N, avem k=3+:0H sideoarece H este subgrup al lui G, rezultd cd si simetricul k' -1 +30H .
t

Deci m+3,2 +30H , de unde si (m+3)o(1+3j =" 43=q0H.
n n n
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Varianta 5 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

2
la) f(x)==t-—2 ) M

X (x+1)? xx+1)?

b) Convine f'(x) =§ o 203 =562 4200 =9 =0 = (23 -1)(x? 20 49) =0« x =%.

1 2 1 2
Deoarece f (Ej =-In2 +§ = A[E; =In2 +§J este punctul cautat.

¢) Din subpunctul a) deducem ca f' (x ) >0, 1, f' (1): 0 Deoarece functia f este strict

crescatoare pe [1,00) si f (1) =0 ,rezultaca f (x) >0, L] E)b; ),de unde se deduce inegalitatea de

demonstrat.
2.a) Se arata ca f este strict descrescatoare
Se aplica teorema de medie (sau teorema lui Lagrange pentru o primitiva a functiei f).
n
n no_ -1
b) L f(x)dx = L x 2dx =—

X

1 e
=1 —— .Atunci limita ceruta este egala cu 1.
n

n-1
¢) Deoarece J‘ln f (x)dx = ZJ‘]:CH f (x)dx sumand inegalitatile de la a) obtinem:
k=1

éf(k)sjlnf(x)dx:an ~F() <[ f(xJdr=a, <[ f(x)dx+1 -2,

deci sirul este marginit superior.Sirul fiind si crescator ,este convergent.
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Varianta 6 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii
1. 495
f)=ax® +bx+cia —b +c =l,c =l,a +b +¢ B3R - R, f(x)=x> +x +1
3. costsinx=O;x[I{7—T,3fﬂ}
4 4
4. Aj=24
5. AB:\/ﬁ,BCZZx/ﬁ,AC=5;COSB:%
=—° iR=6
2sinC

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Se aratd ca o*=0.

b) Daci o=e, pentru p=1 avem o’ =e.

Daca olS,, o#e, atunci pentru orice kDN*, o, 02,...,0'k as, .

Cum multimea S, este finita, rezulta ca exista i, j ON*, cu i< J, astfel ca o =o.
Obtinem ci pentru p=j—iON", o” =e.

1 23 435

¢) Fie 1=
2 3 415

J#e. Se arata ca T4=e, deci T =T.

1-i\3 1+i\/§}.

s

2. a) Se arata ca solutiile ecuatiei sunt x D{l, > 5

b) Utilizand relatiile lui Vidte obtinem S =x? +x3 +x7 =0.

Daca ecuatia ar avea mai mult de o rddacinad reald, deoarece ea are coeficienti reali, ea ar avea toate
radacinile reale. Deoarece S =0, obtinem x; =x, =x; =0, fals.

e s . 2
¢) Utilizand relatiile lui Vigte, obtinem A:(x1 +x, +x3)((x1 +X, +x3) —3(x1x2 +xy 03 +x3x1)) =4,

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 6 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii
La) f'(x) =exmx.(xlnx)’ = f(x) Qlnx +1),x >0.

. 1] . 1 . .
b) Functia f este descrescatoare pe (0;—} si crescatoare pe {—, OOJ , deci ea este marginita
e e

e 1 ..
inferior de numarul f (—] .Minimul cerut este € € .
e

¢ f' (x) = f(x) [é(l +1In x)2 +lj >0 ,deci f este convexa pe (0,00) .

X
4
1 1 X 11 1
20) [ g (x)dx= [ [ 1-x+x% = + = | ——dx=In(x+1)| =In2
0 0 1+x 0]+ x 0
x2n
b) x D[O;l] =0< T <x*si integrand aceste inegalitati de la O la 1 ,obtinem inegalitatile cerute.
X

¢) Integrand functia g, obtinem:

1 1 x2" e .
+...—— +| —dx, utilizand si b)

11 1 _ 2n 1 1 1
—dx=j 1—x+x% —.. —x2"1 + X x=>In2=1-—+— ——
0 1+x 2 3 4 2n 01 +x

01+ x

gasim ca limita este In2.
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Varianta 7 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutii

1.1

N

maxf=—4£;maxf =0
a

x= (—l)k arcsin(—l] +kﬂ;arcsin(—lj = —]—T; xD{E“—”}
2 2 6 6 6

w

4. C2=120; n=16

5. ABDC parallelogram :AB+AC =AD, AB -AC =CB ;AD =CB; ABDC dreptunghi ; A :%T

=)

. triunghiul este dreptunghic; S =6, p=6;r=1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1. a) Searatdca rang(A) =3.
b) Se arata usor ca multimea solutiilor este S ={ (0, a,1-2aq, 0() ‘O( 0 (C} .

x=0

2x+y =0
3x+2y+z=0 '
4x+3y+2z =1
Sistemul omogen format din primele trei ecuatii are doar solutia x=y =z =0, care nu verificd a patra

ecuatie a sistemului, contradictie.
2. a) Calcul direct.
b) Din a)rezulticd ,,-” este lege de compozitie pe H, .

¢) Presupunem ca sistemul are solutia X = (x y z) OM, 5 ((C) Se obtine sistemul

Deoarece pentru r0Z, simetrica din grupul (G, EI) a matricei A(k d- 1) este matricea A(—k 4 —1) ,
searaticd Oh & Z, A(hG-1) A(-k@-1)0H,.

¢) Fie functia f:G - (0,0), f(AK)=k+1, OB Z.

Se demonstreaza ca f este bijectiva si ca este un morfism de grupuri.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 7 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) x =0 este asimptota verticala.Functia f nu admite alte asimptote
b) Aplica T.Lagrange functiei f pe [k,k + 1] si stabileste inegalitatile cerute.

¢) Sumeaza inegalitatile de la a) si obtine x,, >In (n +1) —Inn >0,n0] N,

Xy — X, = —ln(n +1) +Inn sifolosind a) se deduce ca sirul este descrescator.

n+l

2.a) Convine F'(x) = f(x), (b>-1,

adica 4 4 %bx + ZC = 2x e -1
x+1l x“+1 x°+1 (x+1)(x2+1)

sau a+2b=0,2b +¢c =2,a +c =0, deunde a =-1,b =%,c =1.

1

b) Avem: j;f(x)dx = F(x)‘g =(—ln(x +1) +%ln(x2 +1) +arctg (x)]

N
2 4

0

c) Avem ca F'(x)=f(x),x>—1 Stabileste ca F'(x)<0,xD6 1;0),F' (x)> 0,x> Osi

deduce monotonia.

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 8 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetérii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatamantul Preuniversitar

Solutii
1. zz+z+1=0:>z3=1;z4+i4:z+l=—1;
2. f(1):2,f(0)=3;c:3,a:—Z2 ’
3. Tx+1=x+15 2 +327 —4x =05 xOf 4,1,0}
4. A?=120
5. XFZZE+EI;; Fa=ﬁ3+5@;f5=2ﬁ;A,F,C coliniare
6. p=21, S=84; 55—6.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1. a) det(A)=-4.
b) Calcul direct.
| T
¢) Searatica A =—(A-1) deci AT'=—[-1 0 -I|.
2 2(-1 11 0

2. a) Folosind relatiile lui Viete, se aratd ca (x; +1)(x, +D)(x3 +1) = .
b) x, =2 = a=-6. Celelalte radacini sunt solutiile ecuatiei x* +2x+3 =0, deci x,,=-1 +\21.

¢) a=0 este solutie.
o N . X+ +x3 =0
Pentru a #0, din primele doua relatii ale lui Viéte rezulta .
X)Xy +(x1 +x2) s =-1
. 2 2 _ . . = 2 _
Seobtine xi +xx, +x; -1 =0.Din A, 20 §i x, 20 rezultd x; =1.

Rezultd x; =0, fals. Asadar a =0 este unica solutie.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 8 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Avemca f' (x) =1-sinx >0 si derivata nu se anuleaza pe o multime care e interval , deci

are loc concluzia.

b) Se demonstreaza prin inductie matematica ca x,, [ (0;5]

C).Arata ca sirul este crescator .

. . . . T
. Deduce folosind si b) ca sirul este convergent. Arata ca lim x, = 7

n-oo

n
2a) I} =sinx|? =1.
Vs
byl,.,—1,= -[05 cos” x(COS X —l)dx <0 ,de unde se obtine concluzia.

T

T m
o I, =J.05(sinx) [Gos" ™ xdx; 1, =(n —1).“03(1 -cos? x) [Gos" ™ xdx ; 1,, =(n=1)1,_, —(n 1)1, deci

n—1
I, = g, 5.
n

Se motiveaza ca [, # 0. Inmultind relatiile anterioare obtinem /5 U, L1.LJ, = %I 1 E"j: u, L. E—ll/l;ll n—2 1€
n

deduce relatia ceruta.
Relatia ceruta se poate stabili si prin inductie matematica dupa ce se gaseste relatia de recurenta.
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Varianta 9 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

L 0§ 3}
2.020; a[l(—oo ,9_25@}%9”@90 ]

5
3. 4x0{0,274 726 718 ¥ 3 xm{og,m%”,zﬂ}

4. numarul cerut coincide cu numarul functiilor g :{1,3,4,5} - {1,2,3,4,5} ;54 =625 functii
5. p=21; §=84; r=4
AB _ AC _AB _ \/5

6. — =— ;
sinC sinB  AC

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Searatica A*=-4 ,.

b) Se demonstreaza prin calcul direct.
¢) Se demonstreaza cd

08 N, A% =(=4) 1, A% =(~4) m, a%2=(~4) @ si A%3=(4)

Ve
Folosind punctul b) si forma matricelor A, A2, A3, deducem concluzia.

. " . 5
2. a) Pentru xOC, notim x> =t. Ecuatia 22 +3t -5 =0 are solutiile # =1 si t, = ER

N

Radacinile polinomului f sunt x , =%l §i x5 4 = iT .
b) Concluzia rezulta folosind relatiile lui Viete si faptul ca suma cautatd este egald cu

2
S—3(x1 +x, 3 +x4) —S(xlxz X3 XX, x5 XXy +x3x4).

deducemcd x =x, =x3 =xy =—%A Gisim apoi b=1 si c=é.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 9 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Avem ca f’ (x) =1-cosx=,xUR sifnuseanuleaza pe o multime care sa fie interval.
Asadar,functia f este strict crescatoare pe R .

b) Din ipoteza rezulta ca x,, =sinx, +n. Arataca x, 2n—1 Rezulta ca sirul (xn ) este nemarginit

deoarece lim (n - 1) =00,

n - o
x, .| n=1 n+l . .
¢) Avemca [ , Limita ceruta este egala cu 1 (teorema clestelui ).
n n n
1
1 1 2 n E
~1-x" P - X X
2.a) Avem : j24dx=_[2(l+x +x2 +.. +x" 1)dx =l x+—+.+—| =a,.
0 1-x 0 n .

b) Avem ca tD|:O;%:|:>OS g, (t) < gn(%j

1
*

1
) = ~ 1 1
Atunci rezulta ca OSIZg (t)dtSIZ—dt=—,n ON .

1 1
, PR 1
¢) Sirul care ne intereseaza este notat a, .Avemca a, = —ln(l —x)‘g —_[02 g (x)dx - —lnE =In2.
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Varianta 10 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

)

. 20§ 2}
f(x):ax+b,a¢0 ;f(f(x)):a2x+ab+b;2f(x)+1:2ax+2b +; f(x)=2x+1
x+1 10

lg—=1lg—; x=9
g9 gx’

N

]

k
T =Cly B 3354132 £0{0,3,6,9}
(a-2)(2a-20)-83=05a0{& 2/7}.
0= 2 s cos (i, 7) = e

Jaahs

LIS

a

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Se aratd ca ad=e.

L (123
b) Ecuatia devine alk=e, cu unica solutie x=a 1:[2 3 lj.

¢) Fie 0=o0, [0, [&; [0, [&5 [0 produsul cdutat, cu o ordonare oarecare a factorilor.
£(0) = () (o) B(03) (03 () ¥ ) =( )" () (e mla)mla)mla) -

deci 0Ze.
2. a) Se verifica prin calcul direct.

b) Numirul 5 fiind prim, 0/ {1,2,3,4}, numarul a, = C¥ este divizibil cu 5, deci a, =0.

Pentru B:[g (%)J si alZs, (A(a))SZ(aU2 +B)5 &>, +B=all, +B* B =al, +B=A(a).

k
¢) Pentru a0Z,, avem (A(a))5 =A(a) . Prin inductie se deduceca & N, (A(a))5 =A(a).

Obtinem ca O Zs, (A@)™ =(A@)*. cum (A@))™ = A®a), reulia (A(a))* = A(a).

Din punctul a) avem (A(a))5 =A(a) sideducem (A(a))2 =A(a). Seobtine a= :3)

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 10 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

2
' 2x .
(x) = =0 ,deci f este convexa.

1.a) f'(x) =arctgx — ;
2+ (1+x2)

b) f' (x) >0= f" este crescatoare Cum lim f'(x) =-2, lim f' (x) =

X =00 X - 00

’

N |y

se obtine concluzia.
c) f'(O) =0si f' crescatoare pe R = f'(x) <0,x<0;f" (x) >0,x>0 Deducem ca x=0

este punct de minim pentru f,deci f (x) >f (0) =0,k R.
1

2.) I = [ ——d :lln(l 2 =Lina.
01+ xz 2 2

x}’l
1+ x%"
Integreaza inegalitatile anterioare si obtine cerinta problemei .
c)Avem ca I, = 0 deoarece functia de integrat este pozitiva.Folosind b) si teorema clestelui se

< x"

b) x0[0;]] =0<

deduce ca limita ceruta este egala cu 0.
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Varianta 11 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii
1. a’>=2b;a+2=207:a=32,b=512
2. -3(-3x +2) +2 =O;x:g
3. tg(—x)Z—tgx;tngl;xD ES—”
4’ 4
4. 4 functii
.A:D=A—E:>DE||BC
DB EC

7 T M J6+2 c
6. C=—;sinC =sin| —+— | = s R= s R=3(V6 —+/2

12’ (3 4] 4 7 2sinC’ (J— \f)

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) det(A)=4.
b) Se arata prin calcul direct.
¢) A#0,; < celputin unul dintre numerele a,b,c,d R este nenul <

. . . . g1
= o=a®+b*+c? +d? #0. Folosind unicitatea inversei, deducemca A T=— .
a
2.a) ‘a‘Z‘—a‘ =‘x1 +x, +x3‘ S‘x,‘ +‘x2‘ +‘x3‘ <3.
b) f(0)=c<0, lim f(x)=+c.
X — 00
Functia polinomiald asociata lui f este continud pe (0, 00), deci ea (si polinomul f) are cel putin o
radacina in (0,00).
¢) xx,x3 =1, de unde rezulta ‘xl ‘ :‘xz‘ =‘x3‘ =1.
Deoarece ¢=-1<0, din punctul b) rezultd cd f are rdddcina x D(OQO ) .
Cum ‘xl‘=1, obtinem x; =1.

Folosind relatiile lui Viéte, obtinem x, =x3 =-1 siapoi b=-1.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 11 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

l.a) Avemca f, (0) = —% si fy (0) =i ,deci f nu e derivabila in x=0.
r (443
—M,me 0, -2) O¢ 2,0)
(x+2)°
b) f' (x) = ; x =—3 este maxim si x =0 este minim.
e (x+1
( 2) X D(O?O )
(x+2)
¢) Utilizeaza sirul lui Rolle:
pentru m < -’ = 2rad.;
m=—-e> = lrad(x=-3);
ml](— e3,lj = 0rad.;
2
1 <
m =E:>1rad. (x=0);
1 <
m>—=2rad.
2
22) [ =1 —+—.
8§ 384
—sinx
b)Avemca g’ (x) = <0, L] (0,1] ,deci are loc cerita problemei.
X
2
nt t
¢) Deduce ca >21-—,t>0
t 6
- . 17_ X
Integreaza relatia anterioard intre x si 1 obtine ca g (x) 2 E -—x+ ﬁ

17
Atunci ,limita ceruta L = E >0,9.
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Varianta 12 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutii

1. r=2;a,=2; §=420

2
g, 2L BT T, xm{ 5,0}
x2+5x+6 6 5

3. 2x:iarccos%+2k7T,kDZ;XD{%T,SH7 71l 7}

66 6
4.7, =C,Rlasa=4
2 2, , 2 .
5. my =5 :E;M =s,(M)=>M (—7,7);y—7=§(x +7)3d":2x =3y +35=0
6.2
3

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1. a) Calcul direct
b) Se demonstreaza prin calcul direct, tindnd cont de faptul ca

0B {12}, x k(x)=al] +bGF +c @ =a +b O +c & si
X k() =a O +b G} +c Gf =a Gy +b +c 0.
¢) Din b) se obtine det(A)=g(1)Z(x)Z(x).

Obtinem a+b+c =0 sau a=b=c.

2. a) f(f)) :f(i) =0.

b) Cum f nu e injectiva, iar domeniul sdu este o multime finita si coincide cu codomeniul, rezultd cd f nu
este surjectiva.

Singurele radacini ale polinomului sunt x, =0 si X, =1.

Descompunerea in factori ireductibili a polinomului peste Zg este X Yrix=x (X +21)(X 24X +T).

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 12 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Se considera functia g (x) =x —(x +1) I:I]n(x + 1)
Calculeaza g'(x) =1 —ln(x +1) -1= —ln(x +1) Se arata ca g este strict descrescatoare pe
(O;w),gd (0) =0=> g(x)<0,[b> 0.

ln(1+x)

b) Scrie f (x) =e % sicalculeaza limita exponentului. Limita ceruta este egala cu 1.

c) f'(x) = f(x) E—I%,unde g a fost definita mai sus.Cumf'(x) <0,l» 0= f strict
x~ Wx+

descrescatoare.

2.a) Integrand prin parti se obtine f (2) =1 —z.

. 1 . _ (1 -k Ly, 1
b) Avem: f (1) =1 es1.Dacax>1,atunc1f(x)-joe e s dr =—.
1

1) +£e_t O @ lar == —é+x D‘(x),x >1.

c) f(x+1) =j(—e_t | Gar==-"
0
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Varianta 13 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

-

) (11;\/?)2 =2 +23i
. X,y sunt radacinile ecuatiei a’—4a+3 =0,a [I{l,3} ;(x, y)l]{(l, 3), (3, 1)}
. 6x+2 =x +65 x* —24x+108 =0; x0{6,18}

T =Cox!373% 5 T, =84

~ W N

5.d'0d.d :4x 3y- 12= 0;d'Nd ={ A} ,A’(%,gj;d(A,d)zz

6. cosB=%,cosC:%,c0s2C :%;COSB =cos2C=B=2C

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitiméntul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Determinantul sistemului este A =2 [ﬂl - m) .

Pentru mOR \{ l} sistemul este compatibil determinat.

1 -1 1
1 —_
b) Pentru m=1, Ap = 1 1 #0 si A, =1 1 3|=0, decisistemul este compatibil.
1 1 3

¢) Daca m =1, sistemul are multimea solutiilor §; ={ (x, L2 —x) ‘ xDR} si
X2 +12 +(2 —x)2 =2x? —4x +5.
Functia g:R - R, g(x) =2x% —4x +5 are minimul g(xv) :g(l) =3.

2. a) Calcul direct.
b) Daci X,YOG, det(X ¥)=det(X)Mdet(Y)=1, deci X ¥OG.

Se verificd cidaca X 0G, atuncisi X 'OG.

-1 1 0 1
C=AB= =-I, +D, unde D= .
0 -1 00

Deoarece D” =0, , obtinem il N', C"=(-1)", +n [(]—1)"_l D #1,.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 13 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) y =x+1 este asimptota oblica spre oo .

b) Motiveaza ca f este derivabila pe R —{ -2; 1}

~ (x3 +3x° —4) '

Scrie formula f" (x) = si deduce relatia ceruta.

3 q/(ﬁ +3x2 —4)2

3x(x+2) _ x
=12 (x+2)" Y(x-1) (x +2)
£ (=2) = 40, f3 (-2) = ~oo.

2.0) F(x) =J.:(—e_t)' Gdr=1-(x+1) @™

) f'(x)= ,x %21, x # 2 Arataca

b) Fn' (x) =x"[@",x>0; Fn' (x) =nd" IR "R =" R (n —x),x >0, de unde
x = n este punct de inflexiune.

1 _ -x° 2x 2
o) FHlx)=| e ttzdt =—— ——— —— +2 de unde rezulta ca limita ceruta este egala cu 2.
2 0 ex ex ex &
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Varianta 14 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii
l.lg(% Eﬁ— Dﬂgj =lgi——2

100 100~

2. ax® +2(a +1)x +2a -1 <0, OO0 R:>a<O,A<O;aD[—oo ,3_;/EJ
3. x=l
3

4. C2=45;n=10
1 1
5. myp =—;;y—3=—;(x -2);x+7y-23=0

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1. a) Se araticd rang(A)=1.

b) Searatici A>=d N, cu d=a+2b+3c.
1

¢) Se verificdcapentru K =| 2| si L:(a b c), avem A=KI[L.
3

2.a) Calcul direct.

b) Radacinile ecuatiei > —4t +16 =0 sunt f,=2 +2.310.

Multimea radécinilor lui f este {\/§+i, \/g—i, —\/g +i, —\/g —i} .
¢) Singura descompunere in factori a polinomului, in R[X ] ,este f = (X 2 —2\/§X +4)(X 2 +2\/§X +4) .
Nici unul dintre polinoamele X2 -2+3X +4 si X*+2y3X +4 nu poate fi descompus in @[X ] .

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 14 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1. a) fn' (x) =n [in" ! x [dos x .Utilizand regula de derivare a unui produs ,se obtine relatia ceruta.

b)
' . n=2 Vs .2 . n—1
fn (x)=n§1n x[@n 1 —nsin x) £ ( ”)=0,x”D O’E =nsin“x=n-1=sinx, =,[—.
n
5 . lim( ’11—1]@ 1
¢) L=1lim (sinxn)"=lim (1 +sin x,, —1)smx -1 Thin-x, 1) L=\ =e 2,

n—o n— 0
(2x+a)(x2 +1) —(x3 +ax’ +5x)

(x2+1)\/x>2+1

2.a) Se motiveaza ca F este derivabilape R F' (x) = =

F'(x) =f (x), [Ix R ,deci are loc concluzia

b) Aria= [ (x)dx =

x? +2x+5‘

0 2
¢) Cu schimbarea ¢ = —x ,a doua integrala devine J 2F (x)dx = JO F (—t )dt :
Relatia din ipoteza devine

2 _ 2 2ax _ B/
IOF(x)—F(—x)dx—Z @Joﬁdx—Z - allx*+1

2
=l=>q=

J5+1
T

0
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Varianta 15 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

Llogs (57 (5447 ) =log; 1852

2. f(x)=ax® +bx +c, f(0) =2, F1)=0,A=0; f:R - R, f(x) =2x> —4x +2

3. tgx=-1;x D{Ej—n}
4 4

4. Numarul cerut este dat de numarul functiilor f :{1,2,3,4} - {1,3,5,7,9} :5%=625

4 4

S. mep :§§)"2:§(X+2)34x—3y +14 =0
. . 12

6. sin’a +cos’a =1;sma:—E

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Notam cu A matricea sistemului.
Prin calcul direct se obtine det(A) =a’ +b* +¢’ =3abc =(a +b +c)(a2 +H* +? —3abc).
b) det(A) #0, deci sistemul are solutie unica.

¢) Adunand cele trei ecuatii ale sistemului, obtinem (a +b +c)(x +y +z) =3 < 0=3, fals.

. .. - . 1.1 .1 1
2. a) Folosind relatiile lui Viete, se obtine —+—+—+— =0.
X1 Xy X3 X4
o . s ) 545 . o
b) Notdnd x” =7 obtinem ecuatia ¢°—5¢+5 =0, cu solutiile 7# , = 5 >0, deci ecuatia initiala are

toate radacinile reale.

g (%) g(x)
/() £()
in consecintd, grad(g) <4. Din ipotezd deducem ca UK {1, 2,3, 4} R ‘g(xk)‘ < ‘ f (xk )‘ =0, deci

= +o0, dar din ipoteza rezultd  lim <1, contradictie.

X0

¢) Daca grad( g) >4, atunci lim

X0

‘g(xk)‘ =0, de unde rezultd g(xk) =0, adici g=alF, cu «OR. Inlocuind in relatia din enunt,

obtinem ca ‘a‘ <1. Asadar, solutiile sunt polinoamele g=alf, cu a D{- 1, 1] .
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Varianta 15 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

La) ;) (x)=nx"™ =1),x20 £, (1)=0: £, (x) <0,x0[0,1): £, (xp 0,2 1 de unde rezulta
concluzia.

b) f,, este continua, strict descrescatoare pe [0, 1] si f, (0) Lf, (1) <0= orad.in (0, 1)

f,, este continua,strict cresc. pe [1, 00) s I (1) <0, lim f, (x) =00 = o rad.in (1, 00) .
X — 00

n—o

9) fn[ j<0f( ) >0 deci anD[O,gj: lim a, =0.
n

. T
2.a) I =arctgx‘}) ,deci [ =Z.

lxzn 2[éx +1) .

—. —l)n_l gl -I,. Arata

.. . -1 1
¢) Dem. prin inductie (sau foloseste b)): 1,, Eﬂ—l) :I - G-
n—

ca lim I, =0 i apoi ca limita ceruta este /.

n—oo
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Varianta 16 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii
1.1
2. ¥ +ar+220, I 0R ;A<0;5a0F 242,242
3. arcsinLZE;iT
2 66
4. 8)(n-8)!=10!(n -10)!3n* 170 -18 =031 =18

5. AB=5, BC=4, CA:\/H;B:%T
24

. 4 .
6. sin>a +cos’a =1;cosa’=—7;sm2a=—2—5

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:

a b

1. a) Daca A,BOG, A:(O {

a’ b’ r . U .
, B= 0 1 , cu a,a D(O?O) si b,b'0R, atunci

ald' ald +b) | , ,
AB=| " | si ale'0(0p ), al' +bOR.
1 2) . 2 1
b) De exemplu, pentru C = 0 1 si D= L searatd cd CD # DC.

ab

a
c) Searaltélcéllz—A+A2 ={0 |

J ,cu a=l-a +a% >0.

+ a2009

Xy 1
Obtinem [, -A + A% - #2008 :[ )j 0G, deoarece x=T >0 si yOR.
a

0 1
2. a) Utilizand eventual relatiile lui Viete, se obtineca a=0, b=-3 si c=2.
b) Daca f are radacina \/5, atunci 2a+c +(b +2) ISI/E =0, deunde rezulta b=-2 si c="2a.

Apoi, f = X3 +aX?-2X -2a =(X +a)(X2 —2), cu radécina rationala x; = —a.
¢) Presupunem ca f are radacina kJZ. Rezulta ca exista ¢ DQ[X ] , astfel incat f = (X —k) 4 .
Mai mult, coeficientii lui ¢ sunt numere intregi. Folosind ipoteza, obtinem cd numerele (—k) B](O) si

(1 - k) I]](l) sunt impare, ceea ce este fals, deoarece (—k)(l —k) este un numar par.
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Varianta 16 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Motiveaza ca f este derivabila pe R —{0} f' (0) = lim x [din (L) =0 ,deci are loc cerinta.

x-0 xz

b) f'(x)=2xGin (XLZ] —% [dos (x%)x OR- {G Limita ceruta este egala cu 0.

¢)Cum lim f (x) = 1va exista un numar @ >0 ,astfel incat f (x) [ (0,2)D X O Functia f

X > 00
fiind continua pe [O, a ] ,va f1 marginita pe acest interval,deci f este marginita pe [O, 00) .Deoarece f

este o functie para ,va rezulta concluzia.
1

o2 (-2 1
2 Jof1-x) ax=" L
0
1 n 1 tn+1 tn+2 !
b)Cu substitutia 1 — x =7 ,se obtine j x(l - x) dx ZI (tn — )dt = - ,de
0 0 n+l n+2

unde rezulta cerinta.

¥ n+l
n I-— n
1 X ( nj -n !
c)j 1-— | dx=—n. = 1 — +
0 n 1

,de unde rezulta ca limita
n+1

ceruta este egalacu 1 ——.
e
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Varianta 17 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

1.(1+i\/§)3 =830

2. xz—x+2—y =0;A20; Imf ={%,+ooj

3. x=-12
4 2

4 p=— =2

P90 " 45

5. my =§;d':y—1=—§(x -1);4x+5y-1=0

6. AC:6J§;BC:3(J§ +J€);P:3(2 +32 +J€)

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Prin calcul direct, rezulta A% -B? =0,.
s 2, 43 444 2\ _(5 6
b) Searatica I, +A+A°+A° +A" =], +2[6A+A ): .t
Atunci, det(l2 +A+A% +43 +A4) =5.
1
c¢) Pentru nZ oarecare, fie Xn:[ n] Se arata ca X,%=12.
0 -1

2. a) Restul cautat este polinomul r=2X +3.

b) Avem f:(X —xl)[ﬂX—xz)EQX —x3)[@X —x4), deci (l—xl)[ﬂl—xz)fﬁl —x3) E@l —x4) =f(1) =5.
) g (x) & (x) B (x) T () = (1= ) (1 =2 ) (1 =03 ) (1 =g ) (1 =) (4 =) (4 =) (=),
deci g (x) 08 (%)% (x5) B (%) = FO (=D =5.
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Varianta 17 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii
1.a) Se dem. prin inductie.
XS - X
b) x,4; —x, =——". Demonstreaza ca x,; —x, <0. Sirul fiind descrescator si marginit este
4
convergent.
4
x,+3_3
¢) Avem ca lim x, =0 lim " Mntl = iy X ==.
n—o n— oo )C n — o 4 4

Din Xn+2 — Xn+2 n+l

Xn Xn+l Xn

este| — | .
4

2.a) Aria cerutaeste A = J f] dx arctgx‘o

si relatia anterioara, se deduce ca limita ceruta

n

b) I = _[4dx—— (1+x)(1+x)2dx:— =

o)

¢) Sirul ce ne intereseaza se scrie d,, = N —_— =

n

ant vk nig kK

1+

2

n
) 11 T
Arataca lim a, = 4261)6 =—.
n— o 01+ 4
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Varianta 18 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii
1. x[l{]t iﬁ}

1
2. A=1,min f =—
f 4

NG

3 arccosi—g'arcsinx—g'x——
) NI 4’7 2

4. Ci I]Cé cazuri favorabile cu un numar prim ; Cf cazuri favorabile cu doud numere prime ; C120 cazuri

posibile ; p =§

6. AB(7,-7);AC(4,-2);BC(-3,5); —14

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Prin calcul direct, obtinem A® = 053.

b) L+A+A" =1 1 1|, deci rang(l;+A+A")=1.
111

1 0 0
¢) Searatdca (13 + A)_1 =| -1 1 0/, sau prin calcul direct, sau observand ca
0o -1 1

L=1,+A =(1, +A)(I, -A +A%).
2. a) Se aratd ca multimea radacinilor lui f este {O, -4 -2i,-4 +2i} .
b) S;=x +x, +x3 =-a si S, =xx, +x,x3 +xx3 =20.
Suma din enunt este S =257 -6, :8(4a2 —15).

¢) Deoarece x; =x, =—a, din prima relatie a lui Viete obtinem x; =—2a si inlocuind in a doua relatie a
lui Vite rezultd a O 2,2}.

Pentru a=-2,obtinem b=2a’ =-16, iar pentru a =2, obtinem b=2a’ =16.
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Varianta 18 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Functia f este continua pe [0, 00) ,deci nu va avea asimptote verticale Cum

lim f (X) =2, dreapta y = 2 este asimptota orizontala spre 00,
X — 00
3

(x+2)

xk >xk+1 avem Caxk+1 > xk+2 = f(xk) > f(xk+1) = xk > xk + => adevarat

b) Deoarece f’ (x) =

5 > 0= f strict crescatoare; x; = 2 < 2si presupunand

deci sirul e descresc.
Arata ca X, = 0,n =1 ,deci sirul e convergent si folosind recurenta rezulta concluzia.

©) Y41 = Yy =Xp41 —1. Sirul (xn ) e descrescaror si are limita egala cu 1,deci x, =1

Obtine ca sirul (yn) este crescator

5,1 =] (1) =1 = 2 et =

Xu—1 +2 2
xp—1_ 1
Rezulta ca ‘xn - 1‘ <=0 — =
2 2
n n 1
Atunci y, < xo+ Z ‘xk —1‘ <2+ z_k <3,deci sirul e si marginit superior.
k=1 k=1
T T
2 =

+1.

SIS

2.a) Avemca [ = .[()E(l +COSX)dX :(X +sinx)‘;

X .
b) F (x) = xjo (1 +cos t)dt =x? +xsin x de unde rezulta ca F este o functie para.

¢)Daca 0 x; <xy = J(;C] f (t)dt < J‘:Z f (t)dt caci f e pozitiva,deci F

e cresc. pe [O, 00).Cum F este o functie para ,rezulta ca f este descrescatoare pe (—00, O] .
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Varianta 19 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii
1L.(3)?=3%55)2 =5* 82 =87 B <5 <3

2.5()=0;f()=ax+b, f() =0;8(0)=3= f(2)=3; f:R ~ R, f(x) =3x -3
3. 3% =y,3y% =30y +27 =03 y 0{1,9} 5 x0{0,2}

4. C3 cazuri favorabile ; p :é
5. AQ-D sy ==33m, 1y —2= _3(X _1) 33x+y-5=0

2igx  ctgx—tgx _1 —tgzx

1
6. ctg2x=——31g2x =
¢ 1g2x’ ¢ l—tgzx’ 2 2tgx

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1. a) Scadem prima linie din celelalte si obtinem det(A) =-8.

b) Scadem pe rind prima ecuatie din celelalte i obtinem y =z =t =% siapoi x= —% .

-1 1 1 1
. -1 1 1 _1 0 0
c) Seobtine A =—
2 0 -1 0
1 0 0 -1
2.a) Se obtine i+i +L +L =§ =2

X Xy X3 X4 S4
b) Calcul direct.
¢) Observamcd x =0 nu este radacina pentru f.

. . . . 1
Ecuatia f(x)=0 este echivalenta cu ecuatia 2 +2+a+2=0, unde r=x-—
x

Daca t parcurge R, ecuatia f(x)=0 are toate rddécinile reale.

Ecuatia > +2t +a +2 =0 are radacinile reale daca si numai daca a<-1.
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Varianta 19 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) f este continua pe D ,deci in aceste puncte nu avem asimptote verticale
fa (—2) = -0, fo (2) =00 = x = —2,x =2 sunt asimptote verticale.

b) £*(x)=—>"— deci x=0 punct de inflexiune.

(4—x2
2+ 1
.. L a x| 1 2+y
¢) Limita ceruta este L = lim x“ [In =lim — [h
X 00 -~ y\Oya 2—y
X
| ln(1+ 2yj 5 0,a<l1
L=lim— 0 Y32 —fim—— ={la=1
y\0 ya 2y 2 - y y\0 ya_l
g ©,q>1
1 X x2 1 2 1 g qe
2a) I=| | —=x+2- dx ;1 =] —+2x ——I]h(x +4) ‘0 si finalizare.
0 x°“+4 2 2
2 I
4 X -1 ¢4 1
b) Avemca [ =| ————dx=— dx
L2 2 2 N2 +4
(4]
4 4
1 . —x 1 X 1 1
=—E|27 +— ldrctg—| =—| arctg —arctg— |.
2 2 +4) 2|, 4 2

¢) Cu substitutia £~ (x)=1= f(t) =x,dx = f'(t)dt
1 =J‘ﬂ2f_l (x)dx = —I;t H'(I)dt =—t Dc(t)‘z) +j.;f(t)dt ,[foloseste a) si se gaseste /.
5
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Varianta 20 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

1.2<+/5,log;4<2
2. x0{t i}

3. sin® x +cos? x +2sin xcos x =1;sinxc0sx=0,x|][0,2ﬂ) :xD{O,g,ﬂ,%}; xD{ﬂ',%T}

4.21

AM AN CN _1 1
5. === ; ==-m=—
MB NC ~CA 5 5

6. 0A=+5 ; 0B=+13 ; 0B=+13

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
. . . . . . 4 3
1. a) Determinantul sistemului este A =-120. Se obtine solutia unicd x = g , y= g z=0.
b a O
b) Determinantul sistemului este A=|c 0 a|=-2abc#0, deci sistemul are solutie unica.
0 ¢ b
A 2,.2_.2
¢) Folosind formulele lui Cramer, obtinem x, =—* Sbre —a =cosA.

A 2bc
A fiind unghi al triunghiului ABC, avem AD(O]‘[ ), deci x; =cosA Dé 1, l)A
Analog obtinem y, =cosB Df 1, 1) si zg =cosC Dé 1, 1).
2. a) Deoarece a si b iau independent cite trei valori, existd 3[3 =9 matrice in multimea G.
b) Calcul direct.
c) det(A)= (a —b)(a +b). (Z3, +, [)] fiind corp, din (a —b)(a +b) =0 rezultdi a=b sau a=-b.

in total, existd 6 matrice in G care au determinantul nul.
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Varianta 20 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

l.a) f este derivabila pe[0,c), f'(x)=2¢* +6x -2
I (x) >0,x 20 ,cu egalitate daca x =0 ,de unde se obtine concluzia.
b) f(x)>0, OxOR = f nu este surjectiva.

c)é

2.a) = I th = arctgt‘o

b) Cu substitutia 1= y=>J= j'{ f(t)dt =I1f[l] [E_—zl}iy = XLZ H(ljdt
— X y y 1

=J= j'—dt-J‘th)

DI

¢ A =j‘ff(t)dt :ﬁf(t)dt +fo(t)dt = th3 Qf(t)dHJ'le(t)dt :Lx(’3 +1) F (1) de

7T
L —dt =arctgx —arctgl ,deci limita ceruta este —
1+¢°
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Varianta 21 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutii

Lx, =4+£3i
2. A>0, A=5a% -8a +13;a0f w,l)U[?,wj

3.[x=1-3/=1 5 x0{5,17)

4.0

5.d:y-2=1(x~1)3d" :x~y+1=0
7

6. —
9

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1. a) Calcul direct.

b) Tripletul (O, 1, 0) e solutie a sistemului, Oa, b, & R, deci acesta este compatibil.

Dacd a+b+c#0 si a®+b*+c* #ab +bc +ca, atunci solutia precedenta este unica.

¢) Dinipotezdrezulticd a=b=c.Dacd a=b=c =0 orice triplet (x, v, z) Ok R R este solutie.
Daca a=b=c#0, atunci sistemul este echivalent cu ecuatia x+y+z =1.

z=l-x-y
{x+y+z =1

- 2 2 2
X2+y2=Z_1 x+l + y+l = ﬂ
2 2 2

A doua ecuatie din sistem are o infinitate de solutii, care sunt coordonatele punctelor de pe cercul de centru

X, =—%+—\/2§ [tost
1 1 . 2 s .
Q[— ,—7j siraza r=£.Solu§11]e sistemului sunt 1 J2 . ,cu tD[O,I{).
2 2 2 y, = ——+—[int
2 2
7z =l-x -y,

2. a) Deoarece a, b, ¢ potlua arbitrar cate 4 valori, existd 4[4[4 =64 matrice In multimea G.

b) De exemplu, matricea A = [g (ﬁ)] are proprietatile cerute.

a’ =1

c) Fie Xz(g bjDG. XZZ[I (A)J = dbla+c)=0 = U
c 00 2 cD{o,z}

aI:I{i,

L>
—

, deci a+cD{i,§}.
c

Rezultd b =0. Obtinem patru matrice,.
BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 21 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

1.a) Limita ceruta este egala cu 1.
b) f' e functie polinomiala de grad 3 deci ecuatia va avea cel mult 3 radacini reale

Aplicand T. lui Rolle functiei f pe[1,3] [ 3,5] [ 5,7] = f' se anuleaza in cel putin3 puncte.
©) f(x)=(x? =8x+7)(x? ~8x +15) =(a ~4)(a +4)
f(x)=a® 162 -16, cu egalitate daca a = x* —8x +11 =0,x D{4— 5,4+ ﬁ} Minimul cerut

este —16.

2.a) Pentru x [] R*, f (X): i

. Din ipoteza avem ca x2 Ly (X) =xWinx, xR

I = jonxsin xdx = —Joﬂ(cos x) Lkdx I =—xcos x‘g +J0ﬂcos xdx =T.

b) Functia g (x) =f (x),x U F {O} , 8 (O): 1, = [0,1] , este continua pe [ deci integrabila
Cum f difera de g doar in x=0, rezulta ca si f este integrabila pe I .
¢) Arata ca Sin x < x,x >0 .Atunci avem:

n n
Lz f (x)dx < LZ sin xdx =cosl.
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Varianta 22 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

1.1

2 3
2. 8=y f(» =0y ‘3y+2=0;yD{Lﬂ;xD{LE}
3. IgxBx+9) =1g10(x> =1) ;2x> =9x —10 :O;XZ@
4. n(n-1)<20;n0{2,3,4}
5.A(é30jmdgd(dpdz% d(AJh);d(A¢h):%%¥d(dbd2)::%g
6. sin75° :@;smlso :@;g

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1. a) Calcul direct.
c=b _a-c _a-c
> Y= , 2= .
det (A) det (A) det(A)
¢) Avem ca rangul matricei sistemului este 2 i rangul matricei extinse este 3, de unde rezulta concluzia.
2.a) Se demonstreaza ca f(l) =1 si f(2) =2 siapoica f(S) =5.

b) Sistemul este compatibil determinat. Se obtine solutia x =

b) Folosind ipoteza, se deduce ca f (a,,+1) = (f (an ))2 +1, OAJ N siapoi, folosind aceasta relatie, se

demonstreaza prin inductie concluzia.
¢) Se considera gI:IR[X], g=f—-X. Din b) avem cad g(an):O, OAal N, deci g este polinomul
nul, asadar f=X.
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Varianta 22 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii
3 (1 X ) (1 + xz)
1.a) f'(x)= >—xUR
[+ +3)
b) x =1punct de maxim, x = —1 punct de minim 1in_1 f (x) =0=Ilim f (x)

-11
Imaginea lui feste Im f =| —,—|.
g f {4 4}

¢) Daca x = y avem egalitate
Daca x <y, se aplica T.Lagrange lui f pe [x, y] ,searataca f '(c) <1si rezulta cerinta
Daca x> y atunci se procedeaza ca si anterior .

3 2
2.a) Avem: ij(x)dx = Jj(xz +x —2)dx = % +x7 —2x =%.

b)Se descompune in fractii simple functia de integrat si se obtine ca

1 > 8
j x T4 :JO 9 + 3 5 + 9 x .Finalizare.
X =3x+2 (x-1)7 x+2

©) &'(x)=0 < 20f(?)e” =0 » 25 (2 +2)( -1) =0 < xO{0k } .

Arata ca doar X = (este punct de extrem.
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Varianta 23 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutii

2. 2 -2x-4 :O;xD{]t ﬁ}

3.t Z—T—arctl =ct arctl et arcl,‘l =2
. 18 2 82 8 g2 sClg 82

4. p=0,9

s.6(2.3)
3’3

6.
15

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Calcul direct.

5b

a

b) Fie Y:[Z JDC(A), cu ¥2=0,.

2 2
+ =
Obtinem sistemul { ab Zb 0, cu unica solutie a=b =0, deci Y =0,.
ap =

a 5b

¢) Fie Z:(b a

)DC(A), Z#0,, cu a,b0Q.

Presupunem ca det(Z) =0, deci a’? -5b> =0. Daci b=0, atunci a=0, deci Z=0,, fals.
Daci b#0, rezulti ci ~/50Q), fals.

2. a) f(f))+f(i)+f(é) =34+ =1.

b) F=Xx3+2Xx2+2 are singura radacind x = 2.

¢) Deoarece grad(f)=3, f este ireductibil peste Z; <« f nuare radaciniin Z;.
Asadar a#0 si 1+a#0, deci a=1.
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Varianta 23 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii
l.a) f'>0= f strict crescatoare,deci f injective
lim f (x) =-—oo, lim f (x) = oo, f continua implica f surjectiva; f bijectiva , deci are loc
X - —00 X 00

cerinta problemei.

b) Din f continua si bijectiva rezulta ca f ' este continua

= L -1 L = 1 i =i -1 L = -1 =
f(xn)_3+n+1:>f [3+n+1j x,.deci lim x, = lim f [3+ j £7(3) =1.

-0 n— o n+l
f*(3+1j—f*(ﬂ
&) tim n(x, =1)=lim n 173+ | -7 (3) | = lim ntl el
n-o n-o n+l 11— 00 1 n+1
n+l1

Limita ceruta este L = (f_l) (3) = -

a 1 a _
2.) f(x)= Omdt—ln(tﬂ)‘o =In(a +1).
b) Cum sint < 1,012 0, cu egalitate pentru ¢ = %T + 2k, k LN ,avem :

F(x)< [ —dr =In(s +)[7 =In(x +1).

0r+1

c) Avem:

f(27T)=J.nSintdt+J.2nSintdt :J- ﬂsintdt +J- zsin(lT+ y)a, :J' mﬂdr _J‘ nsin(y) y :J- m  JIsint
01+ 7 1+ 014 20 1+m+y 01+ 0144y~ 0 (14)(1 +m+)

,de unde f (27T) <

f(77)<f(7')cacif(ﬂ)>0_

T j”ﬁnﬁﬁ—- T
TT+1°0 1+¢ T+1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 24 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutii

1.-1
2. f(x)=ax2 +bx+c,a-b+c=4,a+b+c=2,4a +2b +c =7 ;f(x)=2x2 -x+1

1 1 11
3. log, x+—log, x +—log, x =—3log, x=13;x=2
25) 2 22 3 g2 6’ g2 5
4. (1+x) +(1-x)’ =2 +2C2x% +2C4x*; concluzia - x* +2x2 23,01 1;
‘x‘21:>x >l 2l 4247 23

5. my :-?Z,mh =—sh:y+l =%(x =2)3h:5x=12y =22 =0

12’
6. (20 +57) ({37 -47) = -145(57 -37) (27 +47) = 2312

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Calcul direct.

b) det(A—A’)Zdet(A —A’)' :det(A’ —A) =—det(A —A’), deci det(A—A‘):o.

c) A-A' # 03, siin consecintd, rang(A—A[)Zl.

a b c 0 b-d c-g
Daci A=|d e f|, atunci A-A'=|d-b 0 f-h].
g h i g—c h-f 0

Dacéd am avea rang (A -A [) =1, atunci toti minorii de ordinul doi ai matricei ar fi nuli.

a b ¢
Obtinem b-d =h—-f =c-g =0, deci A=|b e f|, adici A=A", fals.
c f i

Asadar rang(A—A[) 22 sicum det(A—A') =0, rezulta rang(A—A’) =2.
2. a) Notand x> =¢ obtinem ecuatia > =5t+4=0, cu solutiile #; =1 si t, =4.
Radacinile lui f sunt x, =2, x, =-1, x3=1, x,=2.
1 1 .
b) Oad Q astfel ca h=a[X +5](X —EJ(X +1)(X -1). Obtinem h=4X*-5X* +1.
c¢) Din g (—2) ( ) ( ) ( ) =2 deducem ca exista polinomul cu coeficienti intregi ¢, astfel
Tncat g( ) ( ) ( ) +2 . Presupunem contrariul, deci cd existd n[Z, astfel incat g(n) =0.
Obtinem (n=2)(n~1)(n+1)(n +2) G(n) = 2.

Egalitatea anterioard avand loc In multimea 7, divizorii intregi ai lui -2 fiind -2,-1,1,2, obtinem
ca doud dintre numerele n—2,n-1,n+1,n +2 coincid, fals.
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Varianta 24 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

l.a) Avemca [ (x) =1—-cosx = 0si f nu se anuleaza pe o multime care este interval,de unde se
obtine concluzia.
b)Functia f este continua pe IR ,deci nu are asimptote
orizontale.Cum lim f (x) =oo, lim f (x) = —oo,functia f nu are asimptote orizontale.
X — 00 X - —00

. f(x) : : : . : :
Deoarece lim ——= =1, lim ( f (x) —x) = lim ( —sin x) si aceasta nu exista,functia nu are
X—->0 X X — 00 X — 00

asimptota oblica la®o .Analog spre —0.
c) Functia este derivabila pe R \{0} .
' : x—sinx _ 1
Cum g (O) =lim 3 3 =3 IR ,deducem ca g este derivabila si in x=0.
x Je

x-0

2.a) f continua implica faptul ca f are primitive.

1
1/ _ _ _ 1
b) Avem ca I=J‘0(e Y —e 2x)dx=(—e . +Ee ij
0

si finalizare.

¢) f(1)20.0:0[0:] .2 0= [ f (1) 20

Din ipotezarezultaca e " 2 —x+l=1-¢ " Sx=e " —¢ >* <xe ¥ deci
-X —2x
e —e - X X _ —
<e x>0 [ f (<[ eTdi=1-e <1,
x
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Varianta 25 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutii

=3+4i

(a+1)a® +(a=1)x +2=0;4>0;a0{ ©,5-4/2)0(5 424w

. 2% =y;y? =6y +8 =0; yO{2,4} ; xO{1,2}

. p=0,4

. M, N, Psunt mijloacele laturilor triunghiului, HM O BA si analoagele; HM mediatoarea[BA] si
analoagele; H este centrul cercului circumscris aABC

6. -2
2

noA W N =

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) &(0)=(-1)") =(2)? =1.
b) Avem 0> =e, unde e este permutarea identicd. Evident, ¢ comuta cu permutérile e, O, o’.
Se aratd, prin calcul direct, cd 0 nu comuta cu celelalte 3 permutdri din S5.

¢) Daca x[S; este o permutare impard (deci o transpozitie), evident, XY =eto

1 2 3
Obtinem unica solutie x = o? :[2 3 J.

2. a) Calcul direct.

b) Se aratd cd inmultirea matricelor este lege de compozitie pe G. Se verifica axiomele grupului abelian.
. N . . . 1

Elementul neutru este matricea X (0), iar simetrica lui X (a) OG este matricea X (—1 +—j 0G.

a+l
¢) Se demonstreaza prin inductie ca

0m N, Oa.ap..afd RY 1}, X (a)) X (ay) 1.0X (a,) = X (@ +1) Qa, +1) 0. Qa, +1) -1).
Pentru n=2007 si a, =k, 0K {1,2,..,2007}, obtinem r=2008!

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 25 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutii

_Inx _I-Inx

1.a) Avemca | (x) =0, x D(O, e] ,de unde se obtine concluzia.

n
=—, f X
()
b)Dreapta x=0 este asimptota verticala.Nu exista alte asymptote.
¢) Se aplica T. Lui Lagrange functiei f pe [k;k + 1] si rezulta inegalitatile

In(k +1
% <f (k +1) -f (k) <%. Adunand ineg.anterioare pentru k de la 3 lan

%—% <f(n+1) -1 (3) <a,

Awnci a, > f(n+1) = f(n) = £ (3) > —f(3) ,deci sirul e marginit inferior

Obtinem a,, +

Ay —a, = In(n +1) —(f(n +1) - f (n)) =f'(n +1) =f'(c,) <0.deci sirul e convergent.

n

n+l
T
T 2
2.a) Aria ceruta este A = JOZ sin xdx = —cos x‘ =1.
0

Vs
b) V= 7'[E'|.Oﬂf2 (x)dx = ITIIJOECOS2 xdx = %T(x +%sin 2xj

n— o

4
. ) .o 1 L k
¢) Limita ceruta se poate scrie astfel: L = lim 2sin Z CcOosS—

sina,

Foloseste ca lim = 1, a, — 0;

n— o Cln

n
1
L= liml[i E coxk =1Ej cos xdx =l [dinl.
n 290 2
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Varianta 26 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

1 :l—i, 0g N se obtine N=1—
k(k+1) k k+1 1

NO[0;1) = [N] =0.

+l—l +...+1 ! = ! , deci
3 4

1. Din + - = -
2007 2008 2008

N | —
N | =
W | —

10 10 10
2. f(f(x))=4x-1, OB R.Fie S suma ceruta. S =Y (4k ~1) =4 k -> 1 =4 02[]” -10 =210.
k=1 k=1 k=1

3. Ecuatia dati se scrie 32* +3° =2 =0. Notdnd 3* =y obtinem ecuatia y*>+y—2 =0 cu solutiile -2 si 1.
Cum 3* >0, convine doar 3* =1, deci x=0.

4. f bijectiva = f surjectiva = Im(f)=A. Atunci f(-2)+f(-1)+£(0) +£(1) +£(2) =0.

5. Mijlocul segmentului [AB] este M (O; 1) . Punctul P(x, y) apartine mediatoarei segmentului [AB] daca si
numai dacd ABIMP =0.Avem AB 222—4}' iar MP :x;+(y —1)}'.

Ecuatia mediatoarei lui [AB] vafi: 2x—4(y —1) =0 < x—2y+2=0.

6. Avem al](g;ﬂ):cosa<0:> cosa =-— 1—l =—&.
2 9 3
tga:s“la :—ﬁ
cosa 4

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1. a) Calcul direct.
b) Se demonstreaza prin inductie dupa nON .
¢) A*=-1I,, deci A®=1,.
2. a) Folosind relatiile lui Viete, se obtine 1 +— +L +L =a.

X Xy X3 X

b) Din teorema impartirii cu rest, [& ,OR si qDR[X], f=X-1)"G+oX+B.
H=a+

o 072
fH=a

a=a+8
, se obtine { . Restul impartirii este: r = (a +8)X =7.

4 2 2
c) z x,? = (gj -2 Elg = —5 <0, deci ecuatia nu are toate radacinile reale
k=1 :

Functia polinomiald asociata (notata tot cu f) fiind continua, f(0)=-1 si lim f(x) =+, f are cel putin
X — 00

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 26 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

X >0

1) a) lim f(x) = lim arctgx — lim arcctgx =g =y =£ este asimptota orizontala spre +oo.

X — 0 X — 00

>0, xR = f este strict crescatoare.

, 2
b 7=

L . . «
—— - X >x, si f este strict crescdtoare :>(xn),,>1 este

¢ x,=f (0) = este strict descrescator. (xn )n21

.. . 31 . Co . .
marginit inferior de ——, deci conform Teoremei lui Weierstrass este convergent.

2) a) g este continud, deci are primitive, iar derivata unei primitive este pozitiva, deci orice primitiva este

strict crescatoare.
l _ 1 l X _ T — 2 1 _ T 3 _
b) [ £ (x)de=f ()22 - [s===1 R
c) jolf(x)dx:éi\n%.[;_sf(x)dx :éi{%(xarcsinxl_s+ 1-x° I;SJ —g -1 <
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Varianta 27 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
Lol+i+i+7 + + =1+ - = H + 4 5.
2. f este functie de gradul 2 cu A =1. Valoarea maxima a functiei f este —4A —é .
a
3. Notand lgx =y obtinem ecuatia y2 +5y -6 =0 cu solutiile -6 si 1.
lgx=-6 « x=— ,iar Igx=1 « x=10.
10°
4. O functie f :{0,1,2,3} - {0,1,2,3} cu proprietatea f (0) =f (1) =2 este unic determinata de un tabel de tipul
x | o 1 2 | 3 | undea,b0{0,1,2,3}.
f (x) ‘ 2 ‘ 2 ‘ a ‘ b Vor fi 4> =16 functii cu proprietatea ceruti.
5. Fie @ masura in radiani a unghiului <AOB = cosf = ‘0:?;@9‘31 .
OA||llOB

Cum a:;+2}' si @:3f+}',rezultécé HﬁH=\B

@Ha% si OA[DB =5.

cos@zﬂ = HZI—T.
2 4

6. Avem sin2a =2sina cosq.. L. T .
Ministerul Educatiei, Cexcetirii si Tineyetului

. 1 . - + —— S
(sinar @@mﬁﬁlw pertees Curdeultines @@lﬁalﬁéﬁﬁ‘IWmﬁntul Preuniversitar

Solutie: 1. a) rang(A+1,)=2.
b) Se demonstreaza prin calcul direct.

¢) Presupunem ci ecuatia are solutia ¥ M, ((C) . Atunci, ALY =Y [A sidin b) deducem cd exista

X
x, yUC, astfel incat ¥ :(

0
]. Cum det(Y)=0, obtinem x=0 siapoi y? =0,, fals.
y X

2.a) Calcul direct.
b) Calcul direct.
¢) Se demonstreaza prin inductie ca
Of N, Ox,x,.xd R, xyOo0.0 x5 (xf 1)(x 0.0 (x¢ 13 1.
2009

Obtinem lDth a 1 2 Igr Iﬁ L —= 3 2008.
2 3 2008 23 2008

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 27 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

1) a) lim fz(x) = lim &SSINX
x-0x“=—x x-0 X
b) xD(— 1 1) > f'(x) =arcsin x +x——1 =arcsin x +x——1'

I (=0

&i;rllf'(x) =g:> f (1) =12-[. f nu este derivabila in —1.

— el
o f'(x)= 1 —r( 0@- L 1-x

20= f este convexa.

-1
, e 1 , . .
x—1 =F (x) >0, [IxOR = F este strict crescatoare pe R.

2 o F)=F(2)=
F(1)=r(1)=5

5 4 3 2
b) F(x) = +>-+Z +Z 4y deci lim F(x)=-w si lim F(x)=+wo. F fiind continud, rezulta ci
5 4 3 2

X - —00 X — +oo

F este surjectiva, deci conform lui (a) este bijectiva.

¢) _[aF'(x)dx=IltD‘(t)dt= CLrr e
0 0 2 3 4 5 6
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Varianta 28 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

1. Fie z numarul din enunt. Cum 2 =z,rezultacd zOR, deci Imz=0.
2. Functia f este strict descrescdtoare pe intervalul [1, + 00) .

V2<f3<2= f(«/z)>f(ﬁ)>f(2)
1
3. Se impune conditia x = 5" Prin ridicare la patrat, ecuatia devine 2x—1=9 « x=35.

4. O functie f :{0,1,2,3} - {0,1,2, 3} cu proprietatea f (O) =0 este unic determinata de un tabel de tipul

x | o 1 2 | 3 | undeabenf01,23.

f (x) ‘ 0 ‘ a ‘ b ‘ ¢ ‘ Vor fi 4> =64 functii cu proprietatea cerut.
BM 1 BM _1

‘MC 27 BC 3

AM =AB +BM =AB +2Y B¢
BC
e 1 e\ 22— 1
AM = AB +f( AC —AB) =ZAB +-AC
3 3 3
6.0’D(§;ﬂj:>cosa’<0

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
cosar =Ce trl Natibnal pentru Curriculum si Evaluare in Invitiméntul Preuniversitar

25 5
_sina _ 3 Solutie
cosa 4

La) Searataca det(A-xl,)=0 - xD0{14}.

b) Calcul direct.

¢) Fie YOM 3(R) , osolutie a ecuatiei. Atunci, ALY =Y [A.

. oL A x 0 . x?=1 . o
Din b) rezultd cd exista x, yUC, astfel incat Y = 0 . Obtinem 5 , deci exista 4 solutii in
y

y- =4
M;(R).
2. a) Searatdcd f_,0f,=f¢.

b) Se aratd ca operatia de compunere este lege de compozitie pe G. Se verificd axiomele grupului. Se
demonstreazd ca elementul neutru este functia identica, fi(, iar pentru functia f, ,0G, simetrica sa

este fy y OG, unde a'=l si b'=—é.
a a

) fir=x+1, (fi1ofi))@)=x+2 siinductivseobtine (fiyofy 0.0 fi))@)=x+n, O N,
Sy

denori fi

asadar (f; 1o fio..0 fi1)(x) = x+2008.

de 2008 ori f] ;

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 28 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

1) a) 1}Tf(x) =0.

x<l1

b) Studiem continuitate intr-un nJZ. i n fxr O;limf(xF O0si f (x) =0. Deci f este continua pe

<
x<n >n

intervalul [0, 3].

¢) Explicitand functia observam cd 1 si 2 sunt puncte unghiulare si f este derivabild pe [0, 3] \{1, 2} .

T (2 —sin x) I
2) a) |? cos‘x de—J.Z(—_x)de—ln(2 —sinx) 2 =n2.
0 2-sinx 0 2-sinx 0

b) F'(x) =f (x) sif (x) >0 deoarece 2 —sinx =1, Ox[OR. Deci F este strict crescatoare.

1
2 —sint

X x .
=—= lim = +o0,
0 3 X > +oo

1 X t
Z§:>J‘0 f(l‘)dt?g
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Varianta 29 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

2 2
1. Fie a numarul din enunt. Avem a = \/(\/§ —2) +\/(\/§ —1) = ﬂ/g +2 +\/§ -1 =, deci aON.
1

X ‘ —00 — 2 +o0o

2

2. Tabelul de semn al functiei f este:
f(x)‘ ++++0 - — = 0+ + ++

f(x)<0 = xDB; 2]

3. Se impun conditiile x<2si x20. Prin ridicare la patrat ecuatia devine ¥ +x-2=0 cu solutiile 1 i —2.
Cum x D[O; 2] , rezultd cd x =1 este unica solutie a ecuatiei date.

4. Multimea A are 26 -1 submultimi nevide dintre care 23 ~1 au toate elementele impare.

2%-1_7 1

2.1 63 9

5. P, =AB+BC +AC =2 +J13 +/5.

Probabilitatea ceruta este

1 . .
6. Avem x+—22, [0®» 0, cu egalitate numai pentru x =1.
x

V8 . . 1 T . LT
Cum a D(O; ) = t2a>OMinivesuEBdycatici? Ceréediril sTifieretutnisin 20 =sin > =1.
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

l.a) Searaticd det(A)=0 = m0O{1,2}.
b) Daca m D{ 1, 2} , sistemul este de tip Cramer, deci este compatibil
Se aratd ca daca m I:I{ 1, 2} , atunci sistemul este compatibil 1-nedeterminat.
x=1
¢) Pentru m#1, sistemul are solutia { y =0 .
z=-1
xX=a
Daca m=1, rang (A) =rang (K) =2, si sistemul are solutii de forma < y=1-a,cu alR.
z=-1
2. a) Daca x=y =0, atunci x’ +y2 =0.
04a Zs, x° EI{ Ai} si daca x#20 sau yi(A), se aratd cd x’ +y2 D{ i,ﬁ} .
b) Daci X =A(a,b)0H si Y=A(c,d)0H, XI¥ =A(ac +2bd, be +ad) OH

Daci X =A(a,b)OH , atunci d=a®+5* 01,3} si X' =A(aa™, 2pa7) O

21712 7

+ =

o X2z, o {CFEEL
ab=0

Pentru a=0 ecuatia 2b* =1 nuare solutii.

5 e N—— o) . 2.0
Pentru 5=0 rezultd a[]{ 1, 2} sisolutiile X, =|, | si Xo=|,. |
01 0 2

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 29 - rezolvari mate MT1

Rezolvare
D @ ()= et g = £ 8 ()
n x+1 n X +1 (x+1)2.
2n 2n+l1
. (2n+1) [ﬁl) (1) I
P ir?of':(ilz,}if% 3 E 9 |y
2 4
c)
g2 T (4 4axt X2 32 32
2) a)l, —.[0 (2x—x ) dx—J-O (4x —4x° +x )dx = T —T +? 0 —? -6 +?.
b) I, :j()z(2x—x2)n [Gx)' dx :(2x —x? )n B‘é —nj()z(2x —xz)n_1 [(]2 —2x) o=

= —2nv|.02(2x —xz)n_l [@—xz +x)dx = —ZnIOZ(Zx —x* )n_l( -« x —x)dx =
= -2n[ (20 =12) dx +2n, x [[2x —xz)"_l: (2n+1)1, =2n1,_,.

LN I =0.

(2n+1)11 " noe

¢) Conform punctului (b) I, =
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Varianta 30 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

’ 1 :\/Z—\/kﬂ
NN 1

Fie @ numarul din enunt. Avem a

V-2 2 _ﬁ;"“ 99 100 __ 7, 160 =9, deci alIN.
2. Graficul functiei f intersecteaza axa Ox in doud puncte distincte dacd si numai daca ecuatia f (x) =0 are

doud solutii reale = A>0 = m*—8>0 - m[l(-oo - 2\/§)U(2\/§;“'°° )
3. Se impune conditia x [I(- I oo ) . Ecuatia dati este echivalentd cu logs [(x + 1) (x +3)] =log;3 =
x* +4x=0cu solutiile 0 i —4. Cum x D(— 10 ) , rezultd ca x =0 este unica solutie a ecuatiei date.

4. Multimea A are 2’ submultimi. Numdarul submultimilor cu trei elemente ale lui A este C; .

3
Probabilitatea ceruta este G105 .
2% 32 16
5. Fie G(xG , yG) centrul de greutate al triunghiului ABC.
X, tx, +x. _4 | Y, Ty, +ty. _5
Avem x, =48 "€ = i y =4 B -C =2
¢ 3 3 B 3 3

6. Folosim relatia |sin x| = Misfisterul Educatiei, Cercetiirii si Tineretului

Centrul National penfru Curriculum si Evaluare in Invitiméntul Preuniversitar

i I~
2 2

Cum HDQO; Ij = sin—ﬂ>0. Atunci sin’—T:

1. a) Galcul difect. 8
11 1|11

b) B=A+|a b c|+la b c|=A.
2a 2b 2c| |3 3 3
¢) Fie A (a,f(a)), Az(b,f(b)) si A3(c,f(c)) cele trei puncte, cu a<b<c.

9 (b=a)(c —b)(c —a)(a +b +c)
5 .
Cel putin doud dintre cele trei numere a,b,c au aceeasi paritate, deci cel putin unul dintre numerele

b—a,c—b,c—a este par. Rezulticd S[AA,A;]ON. Searaticaf(a), f(b) si f(c) suntmultiplide 3,

1
S[A A A =58l

deci B este divizibil cu 3, adica S[AAyA;] este divizibili cu 3.
2.a) Calcul direct.

b) Searaticd OX(a),X (b)) H, cu a,bDR\{%}, a+b—10ab¢$, deci X (a)X (b)0H .
o) Pentru X =X (a)0G, X>=1, - X(Za—10a2)=X(O)A

1 (4 3
Se obtin solutiile X, =1, si X, =— .
! ! 1 =12 81 Ay 5%3 _4]
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Varianta 30 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

1) a) lim f(x)= lim ° (Lz_é_smsxj = +oo,
X -0 X - —00 X X

2
b) f'(x) =1—% -cosx; f' (x) =—x +sinx.
c f" (x) =—1+cosx<0= [ este strict descrescatoare
= f(x)<f(0), 02 0= f (xk 0>
- f' este strict descrescatoare — f'(x)sf'(O), (= 0
f'(x) <0 - f este strict descrescatoare pe intervalul [0, + 00) si f (0) =0 f (x) <0, = 0.

I 3|
2) a) jozf(x)dx :£sinx—x +%j (2) =1 _%[ +4i8'
. x2
1 1 g - smx—x+z_
b) jozf(X)dX—)}tH;?IO f(t)dt _)}lfl;lox—z = +o00,

c) f'(x) =-sinx +x; f’ (x) =1 —cosx = f este strict crescatoare pe intervalul [0, + 00) -

4 4
- cosx?-1 + >0 - cosx>>1 X q_[lcos(xz)dx 22.
2 2 0 10

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 31 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
1 1
3 + =
_log2(2 B)_3+log23_ log; 2 _3+a _1+3a
1. logs24= oo = = =
10g2(2 ) 4 4 4 4q
X . . a+b=1
2. Fie a si b numerele cautate. Avem R
alb=-

5 1+5 . 1-4/5
5§ .

—-x—1=0, adica
2

3. Ecuatia se scrie 202% +4[2° =160 = 2% +202' =80 « (2' +1)2 =81 sicum 2 +1>0 obtinem
2*+1=9,deunde x =3.

4. Putem alege 3 fete din cele 12 in C132 moduri. La fiecare alegere a fetelor putem alege 2 bdieti din cei 10

Numerele a si b vor fi solutiile ecuatiei de gradul al doilea x

in Clzo moduri. Comitetul clasei poate fi ales in C132 ECIZO =9900 moduri.

5.Avem AB=-3i +2} . Ecuatia paralelei prin C la AB este x1 = y2—3 ,adicd 2x+3y-11=0.

3 . . .
6. Deoarece 6] (7, 27T |, rezultd ca numarul real 6 se reprezintd pe cercul trigonometric in cadranul IV.

fn concluzie sin6.<0, Ministerul Eflucatlel,. Cercetarn}l ;I‘ln?rfatu}u1 ) )
entrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitiméantul Preuniversitar

Solutie

1. a) Calcul direct.
b) Se obtine (8x3 + Zx)A(x) =0, siapoi xm{ é é 0} .

a b

¢) Presupunem ca ecuatia are solutia X = (C d) UM, (C). Atunci X*= (A(O))2 =0,.

Rezulta det(X)=0 si x? =t[X, unde t=a+d.

Se demonstreazi ci X* =¢ [X , deci X =0, sau t=0. in ambele cazuri rezulta X2 = 0, , fals.

2. a) ayyg =2 Si ayy07 =0.

b) Din teorema impartirii cu rest, exista §i sunt unice g [I(C[X ] si a,b0C, astfel incat

fz(Xz _1)D1+“X +b. Obtinem a = f(l)_zf(_l) b:f(l);f(—l).

Cum f(l) = f(—l) =21995 " restul impdrtirii polinomului f la X*> -1 este r=

21005 )

c¢) Fie zOC radiacind a lui f. Atunci (z +i)2008 = —(z _l.)zoosy de unde rezulta ‘z+i‘ :‘Z —i‘ si

inlocuindu-lpe z=a+bl, cu a,b0OR fin relatia precedenta, deducem b =0, deci zOR.
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Varianta 31 - rezolvari mate MT1

Rezolvare
1 1
1) a) lim S =-1=m; lim ( ‘xz —x‘ +xj§ n=y=-x +§ este asimptota oblicad spre — ..
X — —00 X X =00

b) f este derivabild pe intervalul R \{0, 1} si 0 si 1 sunt puncte de Intoarcere ale graficului.

- 1-2
O /()= pamt <OE e U] i s ()=

Pentru xD(— 00, 0), f este strict descrescatoare, iar pentru xD(l;l- 00), f este strict crescatoare.

1 D . C . .1 .
f ’(Ej =0, deci 0 si 1 sunt puncte de minim (si de intoarcere), iar 5 este punct de maxim.

; x0(0,1).

24+1-1

1Xx 1 1 Tt
2) a)l,=| ——dx=x| -—arctgx| =1 ——.
) ) 2 IO x2 +1 0 g 4
ny 2 n+l
1x"(x"+1) x| 1
b1 ,+1 = x = = .
) Lo * L=, x2+1 n+1j0 n+l
¢) Din (b) = ! <I, < ! folosind monotomia lui (In) .,- Conform criteriului clestelui
2(n+1) 2(n-1) nzl

avem limnl, =%.

n—o
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Varianta 32 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

11

1 1 . L. . .1
1. Numerele 1,—,—,—, ...,——— sunt in progresie aritmetica cu ratia —.
2792753 2008 )
1

2000 ! |
Rezultica s= ] :2—22008 sideaici 1<s<2.
5 1
1 . . 1 1
2. f (x) =g (x) e 2x—-1l=—4x+l = x :g . Punctul de intersectie cerut este M(E; —gJ .
3. Utilizand relatia sin? x+cos?x =1, ecuatia devine sin? x+sinx -2 =0.

Notam sinx =y si obtinem ecuatia y2 +y—2=0 cu solutiile 1 si —2.
Ecuatia sinx = —2 nu are solutii (pentru cd —1<sinx <1),iar sinx=1 = x; = By +2km, kOZ.

4. Numarul functiilor bijective f: A - A este S!=112 314§ =120.
5. Patrulaterul convex ABCD este paralelogram daca si numai dacé diagonalele sale au acelasi mijloc.

Mijlocul lui [AC] este M[%; 1]. Fie D(x,y). Mijlocul lui [BD] este M(%l%]

, -1+x 3 .1+
M=M - =5 ﬁﬁ)r)lﬁlleﬁl@(}hdétiei, Cercetirii si Tineretului

Centrquatio al pentru Curriculum si Evaluare in Invitimantul Preuniversitar
6. Deoarece XDL E; 7T| = cosx<0 siatunci cosx =—v1 —sin’x = —g.

S lﬁi i
Deoarece %D IZT; f) = sin%>0,deci sing:-i? ?ﬂ;osx :@_

\ 2 10
1. a) Calcul direct.

b) Pentru aOR\{ 2,1} sistemul este de tip Cramer, cu unica solutie x=0, y=0, z=1, care nu
verificd ecuatia (C).
¢) Pentru a=-2, dinsistemrezulta x=y =z —1.

x:y:]+\/5 . x:y:]—\/z
si .
z=2+42 z2=2-42

Folosind ecuatia (C), gasim solutiile {

x=a
Pentru a=1, sistemul devine x+y+z =1, cusolutiile { y=[ si cum a2+52:(1—a—8)2
z=l-a-B

pentru mai mult de doud numere reale, a =1 nu e solutie.

. (19 1006

2. a) Pentru a=190Q, b=60Q, avem a”-10b" =1, deci A= 6 19 HG

b) Pentru X =| ¢ 10631 si v=% 05056  avem xv=[9, 19%") unge
b a b d b d

d"=ald +10b B 0Q si b"=b +aB OQ si det(XY)=det(X)det(Y)=1.

- e . - . * . -
¢) Se aratd inductiv ca pentru orice nON , existd a

ne

* 100®
b,0ON", astfel incat A" =[Zﬂ "jIZIG.

a

n n

Cum b, >0, rezultdi ca O] N, A"# I, si apoi cd puterile matricei A sunt o infinitate de elemente

distincte ale grupului (G, EI) .
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Varianta 32 - rezolvari mate MT1

Rezolvare
1 1
(x+2)2+1 K+l

b) x+2 >x:>arctg(x+2) >arctg x = f(x) >0.
f este strict crescatoare pe intervalul (—oo —1) si strict descrescator pe intervalul (1, + 00), deci -1 este

D a) fi(x)=

Tm TM_T
= 4+ =

maxim global. f (- arctgl —arctg( -1
global. f (~1) =arctgl ~arctg (1) =+ =
¢) Se arata ca g’ (x) =0, (xR = g este constanta.

1
2
- 2
2) a) jz 1+2® g =X Py 2—lln(x2 +1) 223 s lno
1 X 1 2 1 2
b) f(x)>x—3‘x‘E fxf(t)dt>£—ﬁ—lTDc peci 1m0l 4 _ o,
"3 2 o 12 2 2 w3
1 21 1 s
0 g(x)= f(x), 0B [0,1)= A= (g(x) = f(x))dr =(% _f_zjo:E 5 “15
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Varianta 33 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

1. 10g42+10g39+%/2_ :é +2 +3 :Lzl_

2. Functia f este functie de gradul al doileacu A =-8 si a =3 >0.
Valoarea minima a functiei f este —— = ﬁ = g .

4a 12 3
3. Notand 4 =y obtinem ecuatia y2 +3y—4 =0 cu solutiile —4 si 1.
Cum 4* >0, convine doar 4* =1, deci x=0.
4. Daci nON, atunci v/n 0Q= n este patrat perfect.

in multimea {0, L2, ..., 99} sunt 100 de elemente dintre care 10 sunt patrate perfecte: 02,12,2%, ..., 9%.

Probabilitatea ceruta este & = i =0,1.
100 10
— L. B . -1_1 1
5. Avem AB=-3i+2j si CD:(a—l)l+J.Atun61 AB/ICD - %:5 = a=—5,
T tgx+tg7—T l+\/§
6. tg[x+—j= 3”:2 G =8 +5\3.
1-tgxg— 1_73

Ministe?ul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:

1. a) Searatici B’ =13
00
b) B =B*=

—_ O
S O =

1
0
¢) Obfinem (a+b+c) @et(A) =% G +b+c) f(a =) b <) e )’)20.

2. a) Calcul direct.

b) 0=0% 0%, 1202 +i2, 2=i2+12, 3212432, 4202 +3%, 3=1243% §=3%+32

¢) Se aratd inductivca OAd ND, { x*" xU0Z, ]: H , de unde rezulta concluzia.
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Rezolvare

1 3 1
1) a) f'(x)=—F== f"(x)==EF—=—-~=>0= ' este strict ctescatoare.
(== 7= =35
b) Se poate demonstra prin calcul sau aplicind Teorema lui Lagrange.
¢) Se aduna relatiile de la (b) de la kK =1 péana la k =n si astfel se obtine marginea sirului (an )m. Sirul
este evident crescator, deci va fi convergent conform Teoremei lui Weierstrass.

PEINE 2
¥ Ll 1dx =2 afctg x - +l afctg x.
2 2 2

2) a) f (x) = jotﬁkctgt —E@rctgt

0 2% £+1
1y T 1, m_ 1
b) £,(1)=] 1 Elrctgtdtszq'ot di =, B

n+l

ml'
c)ﬁJQ:L{t J@mgnﬁ=g[]1 L

n+1 n+l n+1°9£2+1

n+l
L' —dr=0=timnry, (1)= 1

lim 3
017 +1 n-o 4

noopn+]
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Varianta 34 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutie

1. Avem [3+4i =9 +16 =25 =5 si awnci [¢] =|(3 +4)°| = +4i* =5* =625.
b 1 A 1
2. Fie V(xv, yv) varful parabolei = x, = — =——, y, =—— =—.Evident x, +y, =0.
2a 2 4a
3. Ecuatia devine sinx(l—ZCosx) =0 = sinx=0saul—-2cosx =0.
. . 1 m. 51
Cum xU[0, 277),avem sinx =0 < x=0six =77, iar cosx:E - x:E slx:T.
4. Numarul functiilor bijective f : A - A este S!=12 314§ =120.
5.Avem AB=-3i+2j si CD=(a-1)i+].
Atunci ABOCD = ABICD= 0= - 3(ac 1} =2 0= o g

6. Avem sinx+cosx =sinx +sin[§ —xj =25in§cos[x —an =\/Ecos(x —fj

Atunci sin B+cosB =sinC +cosC = \/Ecos(B—IZTj Zﬁcos(c —fj .

Cum B,C D(O; %Tj obtinem B =C, adica triunghiul ABC este isoscel.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
1. a) Se aratd ca suma elementelor matricei A este S =80.
b) Calcul direct.

¢) Searatd inductivcd A" =32"', 08 N Rezultd ci mng(A")zl, 0a N

2. a) Calcul direct.

b) eOR este element neutru al legii ,(" < O& R, (ae-2)G=e-6 < ¢=6 si a:é

¢) Avem 6060 [0, 6] = a[l{é,%} . Verificdm ca pentru aD{é,%}, »[I” e o lege de compozitie pe
[0.6]. Pentru y0[0,6] fixat, consideram functia f:[0,6] - R, f(x)=(aB-1)GE -y +6.

Avem lD[3, 6] .Dacd 0< y<l, functia f este strict descrescatoare pe [0, 6], deci
a a
0<(6a-1)F <f(x)<6-y<6. Daci y=21, 0< f(x)=6-y<6.
a

1 ., . .
Daca —<y<6, functia f este strict crescatoare pe [0, 6], deci 0<6-y sf(x) S(6a —1) I <6.
a

. 11 " .
Asadar, pentru orice a D{g 5} , »’ este o lege de compozitie pe intervalul [0, 6] .

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 34 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

1 1 1
1) a) f'(x)=- ;-5 t— 0.0 0.
(x +1) X—— x+—
2 2
b) Ce aratd cd lim f (x) <0 sicum f este strict crescatoare, rezultd ca f (x) <0, [» 0.

¢ a,,—a,=f (n) si conform (b) = (an)n>1 este strict descrescator.

2) a) f3' (x) = x’arcsin x.

1 2 1 1 2 -2 =
b) £ < |=[2 tfaresing =2 Grosing|2 - [2——ar = + [y =
2 0 2 0o 0 J1-¢2 28 0 142
1
:£+l 2 l—l‘zdl‘ —_T[ :_T[ +_3 —_T[:_3 —_TF
48 270 12 48 16 24 16 48

. . 1-€ .
c) hm_[xt2 [Arcsint dt =j ¢ [@resint dt.
x-170 0

x<1
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Varianta 35 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
L (2+i) +(2-i) =22 +32% 3 0% +° +2° 3 0Pi B 0?4 =
2 FFON=F20) = x+4=(x+2)" < X +3x=0 - x=0saux=-3.

2x X
. . . . . . 3 3
3. Ecuatia se scrie 2[3%* +2% [3* =3[2%* =0 si impartind prin 2%* se obtine 2 [ﬁgj + [Ej -3=0.

3Y : 3
Notdm y=[§j = 2y2+y—3=0 = y=1lsiy, =—E.

3\ 3Y
Cum (Ej >(, convine doar (Ej =] « x=0.
4. Multimea A are 1001 elemente, iar numarul celor divizibile cu 5 este dat de numarul k-urilor cu

proprietatea k UN, (¢ 54 1000 adicd (¢ /&< 200. Probabilitatea cerutd este 120%01 .

5. Triunghiul AOB este dreptunghic in O. Avem AO =3, BO =4, AB =5.

Fie x distanta de la O la dreapta AB. Atunci AO[OB=x[AB = x= AOLOB = x= % .

6. m(«<ADC)=135" = m(«<BAD)=45".
ini rcetdrii si Tineretului

Aria parglelogramuluj, este W = . .
P élent%‘ui Natlonal pentru Curriculum si Evaluare in Invitimantul Preuniversitar

Solutie
X x=2y-z=2
1.a) Dacd X =|y|0OMs;, ((C) , ecuatia e echivalenta cu sistemul { 2x+2y =1 . Sistemul este
z x+4y-3z=5

compatibil nedeterminat, deoarece rangul matricei sistemului este egal cu 2, ca si rangul matricei extinse.
b) Calcul direct.

-6 2 2
¢) Searatici A"=| 6 -2 -2|. Rezulta rang (A*) =1.
6 2 2

2.a) 722032 =1, deci 7+5V204
b) Calcul direct.

¢ Avem f(7+542)=-1. Mai mult f((7+5\/§)2n+l):(f(7 +5\/§))2"+I =, 04 N,

iar sirul (Xn )nDN = [(7 + 5\/5 )2"+1j are termenii distincti, in Z[\/E } .
nON
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Varianta 35 - rezolvari mate MT1

Rezolvare
X _ X

D a) f(x)=1-——, f(x) =—
( ) ex+ (X) (ex+1)2

b) Pentru a <0 este evident, iar pentru a >0 aplicam regula lui I’Hospital.
¢) lim f(x)=In1=0.

X0

<0= f' este strict descrescatoare pe R.

=1 =m.

lim f(x)=-c, lim S

X =00 Xo=0 X

lim ( f (x) —mx) =0, deci y =0 este o asimptotd orizontala la +o0 §i y =x este o asimptotd oblica

X - —00
la —co.
+1
2) a)l, _—j (x ) EI]n2
1x (x 1)
b) Ly =1, = fy———dx <0,
¢) OSInstx"dxz L7 deci lim I, =0.
n n-o

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 36 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

1. Prin impartire se obtine ca %:0,(142857) CAtunci ) +a, +ay +.. +ag =1 +4 42 48 45 47 27,

2. Avem (fog)(x)=rf(g(x))=2-g(x) = Bx,iar (g0 f)(x)=g(f(x)) =3/ (x) +2 =8 -3x.
Atunci (fog)(x)—(g°f)(x)=-3x-(8 -3x) =8, 08 R.
3. Fie f(x) =f (y) = 3x+1=3y+1 = x=y. Rezultd ci functia f este injectiva.

4. Sunt 900 de numere de trei cifre, iar numarul celor divizibile cu 50 este dat de numarul k-urilor cu

proprietatea k N, 106 50i< 1000 adica X k< 20 . Probabilitatea cerutd este % = % .

5. Ecuatia dreptei AB este: y =x —3. Punctele A, B, C sunt coliniare = CUAB- & - 4.

2 4 AC? _BC?
6. Din teorema cosinusului obtinem cos A = M = —l .
2AB[AC 2

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:
a*+bc=0
b(a+d)=0
c (a + d) =0

(a=d)(a+d)=0
si a=d . Din prima si din ultima ecuatie obtinem a =d =0, deci a+d =0, contradictie.
b) Searatica (I, +A)(I, —A) =1I,, deci (I, +A)™" =1, -A.
¢) Matricele de forma X =aA, aOR sunt solutii.
2. a) Searatd ca f(a) =0.

1. a) Din A% = 0, obtinem sistemul: . Presupunemcd a+d #0. Rezultd b=c=0

b) Notand x> =¢ obtinem ecuatia 2 =2t +9 =0, ale cirei solutii au ‘11‘ = ‘tz‘ =3.

Rezultd ‘xl‘ =‘x2‘ :\/W =3,

¢) Evident, BOOA.Fie a=g (a) UA . Din teorema Impdrtirii cu rest, existd si sunt unice g, h DQ[X ] ,

x3|=|xy| = V3 i suma cautatd este egald cu 43 .

cu grad(k)<3, astfel incat g =(X*-2X2+9) (g +h. Rezultd a=g(a)=h(a)0B, deci ADB.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 36 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

4
1) a) f'(x) =——— deci f este strict crescatoare.
(V3-4)
b) lim f (x) =—/3, lim f (x) =-f3= y = —/3 este asimptotd orizontala la *oo.
X > 00 X —» —00
x =+/3 este asimptota verticala.
T[j _ctga +/3 +

¢) ctgla+— si astfel rezulta periodicitatea.
[ 6 \/§ —ctga

2) a) F (x) =f (x) =F (x) = [ﬂ—2x) = 0 este punct de inflexiune.

b) I;x Qf(x) = —%j;e_xz [@—xz)' dx =

c) ISF(x) [ﬂx)' = F(x) [

1
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutie

1. Numerele 1, 4, 7, ... .31 sunt 11 termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice cu ratia 3.

(1+31)m1

Atunci 1+4+7 +...+31 = =176.

2. Im(f):{yD]R /OxOR astfel incat f (x)= y}.

Avem f (x): y e X2 +x+1 —y =0. Aceasta ecuatie are solutii reale daca si numai dacd A=20.
A:1—4(1—y); A=0 - yZ%.inconcluzie, Im(f)Z[%;OOJ.
ﬁ]_l 3143

3. E= sin[arcsin lj +sin| arccos— =
2 2

2 2 2

4. Termenii dezvoltarii sunt 7,,, = C: (x/E)S_k iy :C;JF, k [I{ 0,1,2,3, 4,3 .
Deoarece C! ON avem 7,,[] Q < 5—k=par < k D{1,3,5} . Dezvoltarea are trei termeni rationali.
5.ABCD pitrat = AB+AD =AC = AB+AC +AD =2AC . Atunci HE +AC +H)H =2 [ﬁA—cH =22.
6. Avem: sin75° =sin (45" +30°) =sin45° [@os30° +cos 45" Ein30".
VB Ty i

2

2 2 2 Miniéterul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

sin 75°

Solutie:
1. a) Calcul direct.

t
b) det(A—A’):(det(A —A’)) :det(A[ —A) =—det(A —A’) deci det(A—A’):o
+1
i

=-1 este nenul.

. b
¢) Minorul |

2. a) Pentru orice xD[Ogo ), avem f(x):x3+pDc2+ch+r >0.
b) S;=x +x tx3 =-p, Sy =xx txx3 X3 =¢q .
XK+ g =—p [@Sl2 —252) -q © 3r =p* Bpg 3r.

¢) Fie polinomul gOR[X], g=X>—(a+b+c)X? +(ab +bc +ca)X —abc, curadicinile a,b,c.

a,b,c alelui g nusunt in intervalul [0,00). Asadar, a,b,c[l(-oo ,0).
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Varianta 37 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

4
1) a) f'(x) =3(X2—1 + ! 2) =35> 5 > 0. este asimptota orizontala spre +0o.

1+x 1+x
b) lim f (x) =+oc0; lim f (x) =—-oc0 si f este continud, deci este surjectivd. Conform (a) f este
X 00 X > —00
injectiva.

¢) Singura valoare pentru n este 3 si limita este 1.

2) a)l =J.01x (& dx = x [d

1 1
0 joe dx =1.
1
b)I.,-1 = '[0 e’ (x"+1 —x")dx <0, deci (In )n21 este descrescator si marginit inferior de 0.

IR —Jlx"” (e")' dx=e-1 -nl = limnl =e.

n+l
n— 0o
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Varianta 38 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
1. Avem 2<3 <4 = log,2<log,3 <log,4 = 1<log,3<2 = log,30(L2).

2. x2+3x+m>0,oricarearfixD]R= A< 0= 9 4nc 0= npb %~= ] [% J

3. Avem sin x + cos x =sin x +sin(7—21 —xj =2sin§cos(x —Zﬂj =\/§cos[x —Zﬂ

Ecuatia devine cos(x - %Tj =£ = X U tzﬂ+ 2k, k UOZ

2 4

Multimea solutiilor ecuatiei initiale este: {2k77/ k DZ} U {%T-l- 2k K1 Z} .

n! n! 3ni+(n=2)n! _nl(n+1) _ (n+1)! _ 4

+ = = = :Cn+1'
20(n=2)1 3Yn=-3)1 3 (n-2)t 3 (n-2)! 3(n-2)!
5.Avem d, Nd, ={A(L:-1)} . Atunci ADdz= + ¥ & 0= & 0.

4. 04 N,n=23 avemC3+C,f =

6. Din teorema cosinusului, BC?> = AB®> + AC> -2AB TAC @osA = BC =+/13.
Perimetrul triunghiului ABC este  AB + BC + AC =7 ++/13..

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1. a) Se aratd ca A3=03.
a d g
b) Daca y =|;, . » OM;(C)> din ALX =X[A rezultd g=0, d+g=0, a=e+h, d=h,
c f i

atb=f+i, d+e=i si g+h=0.Seobtine g=d=h=0, a=e=i si b=f.
¢) Presupunem ca existda X M, ((C), astfel incat X> = A.

a 0 0
Rezulta ALX =X [A. Dinb), exista a,b,c0C, astfelincit x =|p 4 0].

c b a

0 00
Din X*>=A, rezulticd det(X)=0, deci a=0. Seobtine X>=| 0 0 0|#A

> 0 0

2.a) £(3)-7(1) :a(34 —1) +b(3 -1) si rezultd concluzia.

b) Se obtine f(x) —f(y) =(x —y)(a(x +y)()c2 +y2) +b).

c) inlocuind in b) se obtine b=-85a —1. Din f(1)=4 seobtine c¢=84a-5.

Apoi, f(2)=-70a +3.

Daca a=1, obtinem f(2)<-67, iardacd a<-1,ca f(2)=73, de unde rezultd concluzia.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 38 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

2x+1  _2x7+4x +3

+x+1 X2 4x+1

1) a) f'(x)=2+ >0, 04 R.
b) lim f (x) = 400, lir{1 f (x) =-oco, f este continud pe R, deci f este surjectivd, iar conform
punctului (a) este injectiva.
- f(x) . )=
¢) lim ——+=2 dar lim (f(x) Zx) = o0,
X-0 X X—00
1 1 1
2) a) jof(x)dx ZIOx(l —x)dx :g.
b) f este continud pe R (in fiecare punct intreg [ =1, = f (a) =0).
¢) f este periodica de perioada 1, deci I:H f (x) dx = IOI f (x) dx.
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Varianta 39 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

2
L= —1+i3) _1-2i3-3 _-1-i3 _;
| 2 4 2 '
2. Consideram functia g:R - R, g (x) =—x? +4x —3. Tabelul de semn al lui g este:
x | -w 1 3 0

g(x)‘ — == -0++++0 -~ - -

g(x)ZO - xI:I[l; 3].

X+ YT+

x y

x,yU (1,00 )

7(x)=1()

4. O functie f :{1,2, 3} - {0,1, 2, 3} pentru care f (1) este numdr par este unic determinata de un tabel de tipul
x 1| 2 3 | unde a0{0,2} farb,@ {0,1,2,3}.

f (x) ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Vor fi 2[4[4 =32 functii cu proprietatea ceruta.

3. Avem f(x):f(y):> :>(x—y)(xy—1) =0= x=ysauxy=1.

Dar x,y [I(l,oo ) = xy>1. Avem { = x=1y,deci f este injectiva.

5. Din teorema cosinusului, avem BC? = AB> + AC> =2AB [AC [Gos A .

S AB? + AC? -BC* _5
Atunci ABTAC = AB [AC qfifliSterut Edycatiei, ycatiei, Cerpetirii si Tineretului

~ Centryl Nationﬁl pentru Curriculum §i Evaluare in Inviitiméantul Preuniversitar
6. sinl5 =sim \43 - =sm4d [dos30 —cos n

sin15°:€5§—gd:7£;ﬁ. Solutie:

1. a) Se calculeaza det(ZA):(a —b)(b —c)(c —a).

b) Se arata ca unica solutieeste x=y =z =0.

¢) Se obtin solutiile (a,-a,0), cu aOC.

2. a) 9,407 si 9>-5@% =1, deci zOM

b) Searatdusorcd Uz, zJ] M, avem z i, OM si zl_lDM.

¢) Se demonstreaza ca pentru z =9 +4\/§ OM , Ok, & N*, cu nzk, avem z" ¢zk.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 39 - rezolvari mate MT1

Rezolvare

) . . .. 1 . <
Pe intervalul (0, Ej’ f este strict descrescatoare, iar intervalul [—, + OOJ, f este strict crescatoare.
e

b) lim f (x) = +oo, limM = +oo, lin(l) (x) =0. Deci f nu are asimptote.
X0 X-0 X X o
x>0

¢) Se arata ca sirul (xn) este marginit §i monoton (xn a< xn).

n[N
2
1 ox 1 5 25_9
2) a )l =| = dr=—-+""[In=.
) AL IO4x+5 8 16 64 5
"(4x+5
b) 41n+1+51n=j1x(x =L
0 4x+5 n+l
¢l,-1,<0- ! <I, < :>1imnln=l.

" 9(n+1) " % n—
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Varianta 40 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

_ 2
Y4 474 Awnci:OR- Im(ck 0 4 o= 0e &% 2.
4+a*> 4+q°
2x+3=y

X% —4x+12 =y

1. Avem z=

. . . < . X . . .
si obtinem o singurd solutie: { 9’ Rezulta ca dreapta de ecuatie

2. Rezolvam sistemul {
y=

y =2x +3 este tangenta la parabola de ecuatie y = x> —4x+12 in punctul P (3, 9) .
. 1
3. Se impun conditiile 2x—1=20 six 20, adica xUJ |:E,00 j .

Prin ridicare la pétrat ecuatia devine 2x—1=x> - (x —1)2 =0 < x=1.
4. Produsul cartezian Ax A are 36 de elemente: Ax A ={(1, 1), (1, 2)......(6, 6)} .

Cazurile favorabile sunt (1,5), (5.1), (2.3), (3. 2) si (3,3). Probabilitatea cerut este %.
5. MA=-i+3j, MB=2i +2j = MA+MB=i+5] = HTVIZMTBH =./26.

6. Avem succesiv: sin(a +b) Bin(a —b) =(sinacosb +cosasinb)(sinacosbh —cosasinb) =
2

2 2

=sin” acos® b —cos’ asin® b =sin> a(ll —sin? b) —(1 —sin? a)sin2 b =sin’a —sin’b .
Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitiméntul Preuniversitar

Solutie

1.a) Searaticd §=0;.
b) Se calculeaza A’ =144, apoi BIC =1I;+(15a +1)[A sise obtine a= —%.
¢) Se demonstreaza prin inductie dupd n[IN".
2. a) Deoarece 0= e -1 =(8 —1)(82 +€ +1) si €eJC\R, rezulta concluzia.
b) Determinantul sistemului este A= (8 —1)(82 —1)( & - 8) #0, deci sistemul are doar solutia nuld
x=y=z=0.
¢) Dinipotezd, exista g C[X], astfel incat fl(X3)+Xf2(X3)+X2f3(X3) :(x3 —1) 2 (x).
Deoarece numerele 1, € si €2 sunt radicinile polinomului X 3 —1, se obtine sistemul
a; +a, +az =0
a+ay E+ay B =0, unde a, = £, (1), OA {1,2,3}.
ata, g +ay [£=0

Folosind punctul b) se deduce cd f; (1) =0, O™ {1, 2, 3} , de unde rezultd concluzia.
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Varianta 40 - rezolvari mate MT1

Rezolvare
D oa fy=— X oL 1 o0 neo.
\/x2+2 \/x2+1 \/x2+2 \/x2 +1
b) f'(x)= 2 ! =2tG[_(t+1) t+1,undet=x2+1.

(we2)(2+2) () @) () mafi(e)
Se arata ca exista un singur ¢ pentru care numaratorul este 0, deci doud valori pentru x.

¢) lim f (x) =0= y =0 este asimptota la —oo.

X - —00

2) a) | (T[) =TI (se integreaza prin parti).
b) E,,, (1)~ F, (1) = ¢ Gin® [fsinz ~1)dr <0.

¢) 0<E, (1)< [\r"dr =——= limE, (1) =0.

n+2 n-o
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Varianta 41 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitimantul Preuniversitar

Solutie

1. Avem 100'2? +3=27 :(10‘*»’2)2 (5 =22 «(3) 2.

2. Im(f)={yDR / B0 R asa incat f (5 y},

Pentru y =0 avem f (O) =0, iar pentru y #0 avem: f (x) =y e yx2 —2x+y =0. Aceasta ecuatie are
solutii reale dacd si numai dacd A=20 < 4-— 4y2 >0, adica y I:I{- 1 1] . In concluzie, Im(f) = [—1; 1] .

3. Notand 3" =y ecuatia devine: 3y =—y +8 de unde obtinem y =2. Avem 3" =2 = x=log,2.

4. O functie f :{1,2,3,4} - {1,2,3,4} cu proprietatea f(l) =f (3) este unic determinata de un tabel de tipul
X ‘ 1 | 2 3 | 4 ‘ unde a,b,cD{1,2,3,4}.

f (x) ‘ a ‘ b ‘ a ‘ ¢ ‘ Vor fi 4° =64 functii cu proprietatea ceruta.

5. Fie d drepta ce trece prin O(O, 0) si este paraleld cu dreapta AB.

Un vector director al dreptei d este AB=-3i + 2}' . Ecuatia dreptei d este =l = 2x+3y=0.

=)
2
6. Ridicand la patrat cele doua egalitati din ipoteza, se obtin relatiile :

1 .. . . .
cos’ a+cos’ b +2cosacosh =g o sin® a +sin’ b +2sinasinb =I. Adunind membru cu membru

aceste dopa egalﬁ@i obtin M < t X } Tiner ! Sl(ﬁ —b) =— de unde
entful National pentru ‘Curriculum si Evaluare 3n Invatamantul‘Preuniv@rsitar
1 Solutie:

rezultd cos(a —b) = —5.
1. a) Calcul direct

X = pgr
b) Prin calcul direct se obtine unica solutie  y = —( pq +qr +rp) .

z=pt+q+tr
¢) Numerele p, ¢, r verifici aceeasi ecuatie de grad trei x* —x* —x +1 =0, cu solutiile x =x, =1,
x,=-1, deci p=¢g=1 sau p=r=1 sau g=r=1.
2. a) Seobtine A*=1,.

b) G :{ 1, A, Az, A3 } si se verificd usor axiomele grupului comutativ.

¢) Daci XOG, avem X*= I,, sidin ecuatia initiala obtinem X*=X, deci X= 1.
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Varianta 41 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

rezolvare

1a) f' (x)———l =" <0,0% 0.
+x 1

+Xx

b) Avem lim f(x)= lim x(

X — 00 X —» 00

N .
In(1 +x) _lj =o(0 -1) =-alim f(x) =Inl =0. In plus, f este
X x-0

continud, deci are proprietatea lui Darboux. Astfel, multimea valorilor functiei este (— 00, 0) .

¢) Functia este continui, deci nu are asimptote verticale in punctele domeniului de definitie. In 0,

lim f(x)=In1=0, deci nici aici nu existd asimptoti verticali. In sfarsit, lim =——=~ f& -1 si
x-0 X >0 X
lim ( f(x)+ x) = lim In(1 +x) = oo, deci nu exista asimptotd oblica spre oo .
X -0 X o 00
1 T 21n2

2a X)dx = xarctg x dx == —=In(x* +) [, =———=

NS glojo2+ 2( o=

1 T

b) lim —I f(nt)dt = lim @ = lim arctg(In x) 25 , folosind regula lui 1'Hospital pentru cazul

X -0 X X 00 X > 00

— si faptul ca pentru functiei g:(0,0) - R, g(x) = I lx f(Inr)dt are derivata g'(x) = f(Inx).
[00]

¢ s, :l[f(lJ +f(gj +f[§j +... +f(£D este suma Riemann atagatd functiei f,
n n n n

n

) ) e 12 ) . . 1 2
intervalului [0,1], diviziunii D, :(0,—,—,...,£J si punctelor intermediare X, = ( Ej
nn o n nn n

~2In2
Astfel, lim s, -j F(x)dx =202

n-oo
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Varianta 42 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

20
1.Fie a=1 L +L —% . Prin calcul direct obtinem a =— = [a] =0.
3 3 3 27

2. Scédzand cele doud ecuatii obtinem x> +4x+3=0 deunde x=-1 sau x=-3.

. o fx=-1 _ [x=-3
Sistemul are doua solutii: si .
y=5 y =19

/g 1 w 1 1 1
3. Avem arctgx =——arcctg— ,deunde x =tg| ——arcctg— | « x=ctg|arcctg— | = x=—.
tr= ) e x=ig Tl - 5]+ !
4. Termenii dezvoltarii sunt T,,, = C}, (\5)11“’0‘" 0 =Cy V2" Lk D{O,l, 2,...,10q .
Deoarece Cjy, ON avem 7,,J Q = 100-k =par = k[{0,2,4,...,98,100} .
Dezvoltarea are 51 de termeni rationali.
5. Avem AB =2f—4}, AC =4i —8}' = AC=24AB = A, B, C sunt coliniare.

+b+

6. Aria triunghiului dat este S :\/p(p —a)(p —b)(p —c) unde a =4,b=5,c=Tsip :%.

NG

Obtinem p =8 i S =46 . Atunci rzi = r=—-.

2
Ministerul Epducatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie:

1. a) rang(AO) =1.
b) Calcul direct.
¢) Pentru orice nON, n>2,

not

ip
C, = A"B=BA" =A"" (AB -BA) +(A" B -BA" ) A =A" DA +C, [

Folosind relatia anterioard, se demonstreaza prin inductie concluzia.
2. a) Avem f(-1)=f() =0 siobtinem a=-4 si b=12.

b) Deoarece ecuatia are coeficienti reali, dacd admite radacina x; =i, va avea si raddcina g =—i, deci
polinomul f se vadivide cu (X —i)(X +i)=X? +1, adica a=4 si b=-12.

¢) Radicinile xj, x,,x; suntin progresie aritmeticd, deci existd z,rC astfel incat x; =z-r, x, =z
si x3=z+r. Obtinem x +x, +x3 =3z =3, deci z=1.

xt 3+ =(1-r)? +1 +(1 +r)? =11, deci rOfF 2,2}, iar radicinile sunt —1,1,3.

in final, a=4 [@x1x2 + X3 +x3x1) =4 §i b=-4xxx3 =12.
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Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

rezolvare
2
e e =2 008 R.
1+x (1I+x%) (1+x%)

la) f'(x) =arctgx + 5
1+x

1

X —» —00 X X — —00 X - —00 X - —00 1

arctgx —— >
b) lim Mz_; lim [ f(x)+;xj = lim % = lim 1527 = folosind regula lui

X x2

. 0 . m L N
I'Hospital pentru cazul o Obtinem y = —Ex —1, ecuatia asimptotei oblice spre —oo.

Tt . . . . . . . . .
c) Avem x, :Z <1=Xx si demonstrdm inductiv ca sirul este strict descrescdtor. Cum el este si cu
termeni pozitivi, rezulta ca este convergent.

2a) j; (x2 -2x3 +x4)dx =31—0.

1 _ 1 _
-2 |, +IO%(2x ~1)2(x —x2)" dx =g IO((x —2) ax —xz)")dx =§1n_1 2, .

2x -1
b)I, = 5

. 1 - : . 1 1 .
¢)Dinb), I, <—1I,_, . De aici rezultd inductiv [, <—1, =— . Cum [, >0, limita cerutd este 0.
4 4n 4n
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

1.Fie a=+2 si b=—J2. Avem a,bOR\Q si a +b=00Q . Afirmatia din enunt este falsa.
2.Fie f:R - R, f(x)=ax2 +bx +c unde a,b,c0R si aZ0. Avem f(1)=—3, f(—]) =3, f(O) =1 si

rezolvand sistemul obtinem a =-1,b =-3,¢c =1= f (x) =—x? =3x +1.

4
3. Notim 2" =y si obtinem ecuatia y* —y =12 =0 cu solutiile y, =3 siy, =4.

Varful parabolei este V —i, —A ,adica V —g, E .
2a  4a 2

2" = =3 nu are solutii, iar 2* =4 = x=2.
4. Produsul cartezian AX A are 36 de elemente: A X A ={(1, 1), (1, 2), ..... ,(6, 6)} .
Fie (a,b) OA& A.Produsul a[b este impar dacd si numai dacd a si b sunt impare.
Cazurile favorabile sunt: (1,1), (1.3), (1.5), (3.1). (3.3). (3.5), (5.1), (5.3) si (5.5).
Probabilitatea ceruta este 2 = l =0,25.
36 4
5. Mijlocul diagonalei [AC] este M (O, 2), iar panta dreptei AC estel. BD este mediatoarea lui [AC] . Ecuatia
dreptei BD este y = —x +2. Fie B(a,b) si D(c,d): b=—-a+2,d=— +2=>b—-d = —(a —c) .
Cum M (0 2) este nnJlocu_EﬂBi‘u:bEducaﬁbu Eeﬂtetg §]d’ﬁlﬂ@'€tﬂlﬁl:> (a —c) (b d) =8.
_eatrul:Natignal,pe ( AQ :

6. Avem sin105° —s1n 5 +60 —sm 45° [dos 6goluﬁgs45 [Sin 60°.

Rezultd cd sin103° = 1+ 6 \/—
1. Patru matrice, i anume 0 0

_ 3 =2
b) det(A) =1#0, deci matricea A este inversabild. Se obtine A 1 :( i 1]DM .

ax +bz =1

. (a bD ) bila [ x y[| B =1 ay + bt =0
c) 1eB—Cd vaersala,cuB—Zt M. =l = cx+dz=0"
cy +dt =1

10 01
Deoarece a,b,c,d UN, se obtin solutiile D) =1, :[0 l] o DZZEI OJ.

n L a .
2. a) Adunand relatiile lui Viete, xjx, +xx3 +x1x4 +xx3 +xx4 +x3%4 :T si

8 . A . .
XXX3 + XXXy X X3 FXpX3X, = - si grupand, obtinem concluzia.

b) Avem x +x; =x, +x;3 =4. Folosind a treia relatie a lui Victe, obtinem x;x4 +x,x3 = 2.

Din a doua relatie a lui Viete, obtinem a =14.

¢) X, Xy, X3,X,; suntinprogresie aritmeticd, deci existd z,r0C, astfel incat x,=z-3r, x, =z-r
X3=z+r si x;=z+3r. Avem x +x;, =x, +x3 =4, deci z=2 sidin b) obtinem a=14 si

X X4 t X035 = 2. Rezultd =1 s b=-15.
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rezolvare
la) f'(x)=1-¢* >0,00» 0.
b) Derivata este pozitiva pe [0,) si negativa pe (—,0], deci avem doar punctul de extrem 0.

¢) Din lim f(x)=oo, lim f(x)=—o0 sib) rezultd ca, pentru orice m , ecuatia are solutie unica.

X — 00 X - —00

3
2a) jf ' dr=tma+)P=tima,
I 1+42 2 2

b) Daca F este o primitivdi a functiei ¢ - 5 atunci  f(x)=F(tgx) - F(), deci
1+¢

f1(0)=1+tg® 0)F (tgx) =tgx.

¢) Rationand ca mai sus, f'(x)+g'(x) =tgx b =0.Rezulta f(x)+ g(x)=constant =0.
ctgx
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Solutie

_ (=) 1-2is? _
Z_(1+i)(1—i)_ -2 = t:>Im(z)— 1.

2. Avem x* +mx+120, IxOR = A<0 = m*-4<0 = mOf 2,2).

3. arcsin2x = —% = 2x D{- 1, 1] si sin(— %): 2x . Solutia ecuatiei este x = —%sin%.
4. Multimea A contine 5 elemente pare si 5 impare. Dacé o submultime cu 5 elemente a lui A contine doua
elemente pare, rezulta ca celelalte trei elemente sunt impare. Putem alege 2 elemente pare din cele 5 in C52
moduri, iar 3 elemente impare din cele 5 pot fi alese in Cg . Numarul cerut in enunt este C52 EC; =100.

, ‘ _ , _o+3m-2 2
5. Ecuatia dreptei BC este 4x+3y —2 =0. Atunci d (O, BC) = W =3

6. all Z—T;ZT = cos <0 si atunci cosa = — 1—g =—ﬂ.
2 25 5

cosa
ctga =—
s a

= cga=-2
g 3
Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar
Solutie:

1. a) Searaticd AB=BA=0,, deci AB+BA=0,
b) Se arata ca rang(A + B) =2 i rangA=rangB =1.
¢) Se demonstreaza folosind faptul cd AB = BA =0, si binomul lui Newton.
2. a) Deoarece f(—1)=0, seobtine a=6.
b) Observamca x, =0 nu este rddacind pentru f.
1 1

o 1
Pentru i(){1,2,3,4}, x eradicindalui f = x'+ax +4x +1=0 = l+al—+4—+—=0 -

XXX

1 Gk s
< — esterddacind alui g.
X,

i

4
. 1 - .
¢) Din 2—2 = -8 <0 rezultd concluzia.
i=1 %

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 44 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

rezolvare

+
a\/x2+x+ —(ax +b) 2x+1

2 - -
1a) f'(x) = . 2Vx" +x+1 - (a—2b)x+2a-b

X"+ x+l 2(x% + x +DVx? +x +1 .

b) Trebuie ca f'(x) >0 pentru orice x(JR, ceea ce se intdmpla daca si numai daca functia liniara

de la numaratorul derivatei este constanta si pozitiva, adicd a =2b >0.
¢) Conform b), 1In acest caz functia este strict crescitoare. Cum functia este si continua, iar
lim f(x)=2, lim f(x)=-2, multimea valorilor functiei este (-2,2).

X 00 X —»—00

2a) f'(x) ="M >0, Ik OF 1,1].

arcsin x

b) Cu schimbarea de variabila ¢ =sinu,df =cosudu obtinem f(x)= .[0 e" cosudu .
T T T L RL T T
¢ f@ =I26” cosudu =e" sinu |(2) —|2¢" sinudu =e? +e" cosu |(2) —2e" cosudu =e? + —f(1).
0 0 0
Tt

1 7 1
Rezultd f(1)=—e? +—.
f 5 5
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Solutie
LT :7(5*/5“)=5J§+1D(1 2):{ 7 }:1
Ts2-1 0 50-1 7 ’ sv2-1]
2 2
2 ﬁ+x72=x12+x§ :(xl+x2) —2x%y =(—1) _2(_1)=—3DZ.
X X XXy X)X -1

. . o 3 . o . .
3. Ecuatia este echivalentd cu 23" + —= 7 . Facand substitutia y =3* obtinem ecuatia 2 y2 -7y+3=0
3

.. .1 . .1
cusolugule3s1§.Avem 3* =3 = x=1,iar 3 =5 - x=-log;2.

4. Functia f este strict crescitoare < f(l)< f(2) <f(3) <f(4).

Orice submultime a lui B poate fi ordonata crescator intr-un singur mod. Numaérul functiilor strict crescatoare
f 1A - B este egal cu numdrul submultimilor cu 4 elemente ale multimii B, adica Cg =15.

5. Ecuatia dreptei BC este 2x —y +5 =0. Lungimea inaltimii duse din varful A in triunghiul ABC este

d(A, Bc):M:£,
2+(-1) 3

6. E=2(sin75° —sin15°)lmgﬁénﬁﬂé@m§efﬁere4§nm1£mm% 42 .
Centrul National pentru Carriculum ﬁ Evaluare in InvitimartulPreuniversitar
Solutie:

2 0
1. a) Searatica AB=BA :(5 2}

b) Calcul direct.
¢) Dacd X este o solutie a ecuatiei, obtinem ca X DC(A), deci exista x, yOR, astfel incét

x 0 . X2 +x 0 | x®+x-2=0 . |x=1 x=-2

X = . Rezulta =A, deci , adica sau .

y X 2uy+y il +x (2x+1)y=3 y=-l
. .. -2 0

Se obtin solutiille X, =B, X, = | o)

2. a) Fie x,y0G. Avem 1+xy[(0,2), deci 1+xy>0.
(x+1)(y +1) >0

(x—l)(y —1) >0
b) Calcul direct.

©) f(x)=f[1mlm..m 13 f(lg] f@g} o f(% ?%%.Di L

Atunci, xW G = { , adevarat.

2 3 9 2
1-x

Din ——L rezulta ng.
1+x 45 23
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rezolvare

(2x+a)\/x +1 - (x +ax +5) 3
la) £'(x)= \/x +1 _ x —3x+a

X1 2+ DA 41

b) Trebuie ca ecuatia x> =3x = —q si aibd trei solutii. Pentru functia g:R - R, g(x) = x> =3x avem

X —00 -1 1 00
g(x) + 0 - 0 +
gx) | —0 2 N 2 S w

Astfel, ecuatia g(x) =—a are trei solutii pentru a Ot 2,2). Se verifica imediat, folosind semnul lui f",

cd, 1n acest caz, functia f are trei puncte de extrem.

f( ) _ x = x\x? +1

¢) lim——==1,lim(f(x)- x)—hm + lim = lim +0 =0,
X—o X-® X-® \/x +1 Xﬁm\/x +1 Xﬂm\/x + (x+\/x +1)

deci avem asimptota oblicd spre o datd de ecuatia y = x.

1 —
2a) I xV1-x?dx= —l(l —x2)2 |11 =0 (sau observam ca este integrala u nei functii impare).
- 3
4
b) V= T[J. f (x)dx —T(x —X )|1 3T[

¢) 0< J. X f d x< J. x"dx = , deci limita ceruta, conform teoremei clestelui, este 0.

n+l
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Solutie

1. Fie r ratia progresiei. Avem ag =az +3r §i ajq =aj9 —3r,deci ag + a1 =az +a;9 = ag + a4 =10.

£>0 = mOf o, -2-2v2)U(2+242, +e9).

3. Facand substitutia g x =y, ecuatia devine y2 +y —6 =0 de unde obtinem y; =2, y, =-3.

_ 1

=000

4. Functia f este strict descrescitoare < f (1)> f(2) > f(3).

Orice submultime a lui B poate fi ordonata descrescator intr-un singur mod. Numarul functiilor strict
descrescatoare f:A — B este egal cu numarul submultimilor cu 3 elemente ale multimii B, adica este egal

cu Cg =10.
5.Fie Q(a,b). Avem MQ=(a-2)i+(b+1)j si NP =i +2j.
MNPQ este paralelogram M—Q=N—P = a—2=1sib+1=2.Punctul cautat este Q(3, 1).

Avem lIgx=2 < x=100,iar Ilgx=-3 = x

_— _ — — ——\2
6. Fie M mijlocul lui [BC] . Avem AM :%(AB +AC) = AM = i(AB +AC)" de unde obtinem
1

AM? :f(ABZ +AC? +2AB DTCJ :l AB? +AC? +2‘JJ AB| IAC|| Bos A). Din teorema cosinusului
4 Ministérult Educatiei, Cercetarii'si Tineretului

avem HientrabNatingdalpertrm Caienkny siffveduave An-ingitimantuBPreuniversitar
2(A32 + AC2) - BC?
4

Atunci AM? = , de unde

1. a) Calcul direct. ?
a® +bc =0
b(a+d)=0
c(a +d) =0
(a=d)(a+d)=0

a=d . Din prima si din ultima ecuatie din sistem rezulta a =d =0, deci a+d =0, contradictie.

b) Din AZ =0, obtinem sistemul: . Presupunemca a+d #0. Rezultd b=c=0 si

¢) Din punctul b) avemca a+d =0 sidin A? =0, deducem det(A—x DZ) =x.

Obtinem det(A +212) =4.

2.a) (4150G < a*-305"=1. Seobtine al{ 26,26}.

b) Pentru (a,b),(c.d)0G, avem ac+3bd,ad +bcOZ si

(ac +3bd)° ~3(ad +bc)” =(a> =3p?)(c? 3a?) =1.

¢) Se verificd axiomele grupului. Se aratd ca elementul neutru este (1, 0) 0G si O (a, bD:J G, simetricul

acestuia este (a, - b) 0G.
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rezolvare
1a) £1()=lim () =lim 22X =1 §i £/(1) = Tim £ (0) = lim 22 = .
N\l N\l 2x\/; § x1 x1 2x\/;
b)
X 0 1 e? %
f'(x) |l -1 + 0 -
F(x) o v 0 2/e N O

Pentru m <0 nu avem solutii, pentru m =0 sau m >2/e avem o solutie, pentru m =2/e avem doua
solutii, iar pentru 0 <m <2/e avem trei solutii.

¢) Deoarece 1<3 <5 <e? si functia este strict crescétoare pe [1,e?], avem f(3)< f(5).
m n T
2a) J‘Etsin 2tdt = —ltcos 2t |2 +lsin n2 =D
0 2 0 4 0 4
b) Daca F este o primitivi a functiei ¢ — arccos~/t , atunci g(x)=F (cos2 x)—F(0), deci

g'(x) =—2sinxcos xF' (cos® x) = —sin 2xarccos(cos x) = —xsin 2.x.

¢) f'(x)+g'(x)=0= f(x)+g(x)= constant = f(0) + g(0) :g,
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Solutie

L (2+i) +(2-i)" :((z +i)2)2 +((2 —i)4)2 =(3 #i)* 43 i)’ =7 24 T 24i =H.

y=x2 +x+1

2. Sistemul
y=2x+1

x=0 x=1
are doua solutii: { ) si { . Dreapta de ecuatie y =2x +1 intersecteaza
y = y =

parabola de ecuatie y = x> +x+11n punctele A(O, 1) si B (1, 3) .

3. Fie functia f:R - R, f(x) =3" +9". Se observa ca f(—l) :g.

Functia f este strict crescitoare = f este injectivi = ecuatia f (x) = 5 are cel mult o solutie.

in concluzie, ecuatia initiald are solutie unici x = —1.
4. Sunt 9000 de numere naturale cu 4 cifre. Numarul celor divizibile cu 9 este dat de numarul k-urilor cu

10009k <9999 = 111, (1) <k <1111, deci exista 1000 astfel de numere. Probabilitatea ceruta este é .

+xp + +yp +
5. Centrul de greutate al triunghiului ABC este G(XA X; e s A y3B Ye J , adica G(l, 2) .
Ecuatia dreptei OG este ~=2 =2x
1 Mlmsterul Educatlel, Cercetirii ﬂ Tlneretulm

Centrul National °Cu

6. cos cosI> =2cos COS =
2 2 2
Solutie:
1. a) det(A)=-2#%#0, deci rang(A)=2.
b) Se arata ca f(B)— S
0 3)
¢) A[[C+D)-(C+D) @& =(AC -CA) +(AD -DA).
2. a) xlz +x§ +x32 =(x1 +x, +x3)2 —2(x1x2 +X1X3 +x2x3) =24°.
B0 2
< 1x s . . 3 2 1 a a
b) x; eoradicind a polinomului f - f(xl)=0 s xqtaxm-a=0 - l+—-—=0 « =
T

1 C s . .
— este o radacind a polinomului g.
X

¢) Notdm cu i € si RS radacinile polinomului g.
R X3

Deoarece xlz + x22

+x32 =24% <0, rezulti ca f are o singurd raddcind reala, de exemplu x;.

.1 L - . < 1 .
Atunci, —OR este unica raddcind reald a lui g. Presupunemcd x =—, decicd x D{— 1,1}.
X X

Daca x; =-1 este radacina comuna a polinoamelor, din f (—l) =0 deducem a’+a+1 =0, fals.

Dacd x; =1 este raddcina comund a polinoamelor, din f(l) =0 deducem a’-a+1=0, fals.
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rezolvare

. . T
la) 1611311 f (x)— )}ingo arctg x =3
x>1

. . Tt . . . -
b) Din cele de mai sus, dreapta y = 2 este asimptota orizontala spre + oo,
¢) Deoarece arctg este functie strict crescatoare, functia datd are aceleasi puncte de extrem local

casi functia g:R\{-1L1} - R, g(x) = , adica x=0.

x2

, I
2a) F'(x)=——5 +—— = f(2).
I+x° x™+1

b) j.;f(x)dx =F, =; +%ln2 .

n n
n+k _1 k . . . .. C
¢) a,=) ———>=—) f| — | reprezinta sume Riemann asociate functiei f , diviziunilor
—n-+k ni_ n
k=1 k=1
12 n .
~,~,...— |. Deoarece functia este

D, :[0122} si punctelor intermediare X, :[
n n n

nn n
integrabila, fiind continud, iar sirul normelor diviziunilor tinde la 0, sirul (a,), este
convergent.
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Solutie

6
1. Fie z numarul din enunt. Avem z = [\/23 + ;1] :[COS%T +isin gj . Folosind formula lui Moivre,

obtinem: z=cos 7+isin 77=~1 = Re(z)=-1.

2. (fof)(512)=f(f(512))=m=ﬁ = =2,

3. Utilizand formula cos2x =1-2sin” x, ecuatia devine 2sin” x —sinx =1 =0 . Notam y=sinx si
. . . 1 .
obtinem ecuatia 2 y2 —y —1=0 cusolutiile —— si 1.

k+1 7T

= x=(-1) ¢ Hhm kO

N = N

. m . .
sinx=1 o x25+2k77', kOZ ,iar sinx =—
4. Fiecare submultime cu trei elemente a lui M poate fi ordonata strict crescator intr-un singur mod.
Numarul tripletelor (a,b,c) cu proprietatea ca a,b,c UM si a <b <c este egal cu numarul submultimilor cu
trei elemente ale multimii M, adica C73 =35.

5.Fied :x+2y-6=0sid,:2x+4y—11=0. Deoarece %:%i_—fl = d,//d,.Punctul A(O, 3)

] Vini . i Tinerdddif 43-11] _ 1 5
1 d At ~ ~ = =—.
seatid p&elrlet?‘%tlalﬁlétionuz{ll pentru Curriculum $i Evaltare in'Invitimagsal,Peeuniveysitar 10

6. Avem AD" =[[AD| =4, iar AB 0AD = |AB| A5 eos 60° =1.

= = —— —— —— . _Solutie: .
Atunci AC TAD =(AB +AD| [AD =AB [AD +AD = AC[AD=5.
1. a) Determinantul sistemului este A =-5a +20. Obtinem a=4.
b) Daca A#0, sistemul este de tip Cramer, deci este compatibil.

1
Pentru A=0, deci pentru @ =4, un minor principal este A, = :

A iar sistemul este incompatibil

1 21
dacd si numaidacd A, =2 -1 1|#0, adicdpentru b#4.
7 -1 b
. Coe . - | < .. 3 1
¢) Din x+z=2y sidin prima ecuatie rezultd y = 7 Din primele doud ecuatii deducem x = 7 z= _Z

si din ecuatia a treia, singura conditie este a +4b =20, verificata de o infinitate de perechi
(a.b)0{ (20- 4b,b) |51 R}.

cost=0

2.a) ADG - { .Obtinem aOf 1,1} .

sint =a
b) Calcul direct.
¢) Se verifica axiomele grupului.

Elementul neutru este X (0) =1, si pentru X (t) oG, (X (t))_l =X (—t) 0G.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 48 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

rezolvare
la) lim f (x)= arcsin0 =0.
X —+oo
. o 2 . 5 .
b) Functia este derivabila pentru —1< < , adica xUOR\t 1,1}. In punctele %1, derivatele
1+x

laterale sunt diferite, deci functia nu este derivabila.
¢) Deoarece arcsin este functie strict crescdtoare, punctele de extrem ale functiei f coincid cu

. Acestea sunt 1.

cele ale functiei g:R - R, g(x) = 5
x°+1

3
2a) j(l)x 1-x%dx = —%(1 —xz)E |%) =§.

b) V= n_[;(l —%)dx =2?".

n
) a, =lz f k sunt sume Riemann pentru functia f , diviziunile D, = 0lgﬁ si
Ny \n nn n

12 . . e e .
—,—,...,ﬁj. Deoarece functia este integrabild si sirul

punctele intermediare X, =(
n n n

normelor diviziunilor tinde la 0, sirul sumelor Riemann este convergent.
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Solutie
1. 10g93'+104,¢,742=l+l =1.
2 2
2. A=-3m* —6m +9
0 ;=31UIL
fsoo e (850 o [rote el gy
m+2<0 mOfe = 2)

3. 25 +2% ol =56 o 2X(1+2 +%) =56 < 2* =16 < x=4.

4. Daca nON, atunci /n0Q=  neste cub perfect. In multimea A sunt 10 cuburi perfecte: 12,23, ..,10%.

Probabilitatea cerutd este & = L =0,01
1000 100
— . . BM_ 1
5.Cum MC =-3MB ,rezultica M I:I(BC) si—= —.
MC 3

AM =AB +BM =AB +2M B¢
BC
S - P
AM =AB +—(AC —AB) =2 AB +=AC.
4 4 4

2tgx _3  Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

6. sin2x = ==, =
éen[ﬂ&ti@al pentru Curriculum si Evaluare in Invitimantul Preuniversitar
Solutie
1.a) detA=1+4*> >0,08 R
1 2
b) x= 7, Y= 7. 2= care sunt in progresie geometrica
1+a 1+a 1+a
1 -a a’
1+a® 1+a*> 1+d°
_ a 1 -a
c) A 1=
1+a® 1+a*> 1+d°
-1 a 1
1+a® 1+a*> 1+d°

2. a) Seobtine e=6.
b) Se arata ca corespondenta este o lege de compozitie pe G. Se verifica apoi axiomele grupului.
1

x=5

Se obtine ca elementul neutru este ¢ =6, iar simetricul lui xOG este x' =5+ uG.

x=5=a>0 ab=c
¢) Notdm § y—5=b>0 siobtinem sistemul § bc =a, cuunicasolutie a=b=c =1.
z=5=¢>0 ca=b

Singura solutie a sistemului initial este x=y =z =6.
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rezolvare
la) lim f(x) =0, deci avem asimptota orizontala y =0 spre + co.

X >0
2

, 3x°—12
b) f(x)= —
X
Multimea valorilor functiei este [ f(2), f(1D]=[-11].
¢) Functia este derivabila pe (2,%), deoarece, pe acest interval, —1 < f(x) <0, f este derivabila

= functia este strict descrescatoare pe [1,2] si strict crescdtoare pe [2,0).

si arccos este derivabila. in punctul 2, g'(2) = li{n g'(x) =, deci g nu este derivabila.
X \2
2a) F'(x)= f(x).

1 2( 1 1 1 1
b) njofz(x)dxzr(jl (x—z x2+1ja’xj =an + arctgzj.
1 j|12:1n2+2ﬁ

_(? — a1
_J‘l f(x)dx— h’l(;"‘ x—2+1 1+\/§ .

n
¢) lim "

’H%Z:; (n+k)Jn*+(n+k)*
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Solutie

1. 2008 =334 [6 +4. Grupam termenii sumei cite 6.
Avem a; +a, +az +....+ayyg =334(7 +6 49 +2 43 40) {7 6 © £) 334 2T L4 H042.
y=2x-1

2

, Xx,yOR. Subsituind y in a doua ecuatie se obtine
y=x"+x+1

2. Rezolvam sistemul {

x? =x+2=0cul=-7<0. In concluzie sistemul nu are solutii In R xR, ceea ce Inseamna ca dreapta de

ecuatie y =2x —1 nu intersecteaza parabola de ecuatie y = X2 +x+].

3. Se impune conditia x >0 . Avem : 10g2x+10g4x2 =6 = 10g2x+2[~]112§72z=6 = logyx=3 < x=8.
2

4. Putem alege 3 fete din cele 13 in C133 moduri. La fiecare alegere a fetelor putem alege 2 baieti din cei 12

in C122 moduri. Comitetul clasei poate fi ales in C133 ECIZZ =18876 moduri.

5.Avem AB=-3i+2j si CD=(a-1)i +j.Atunci ABOCD « ABICD=0 « -3(a-1)+2=0

Se obtine a =—.
3
6. Cum alJ 71;3—ﬂ = cosa<0,deci cosa=- 1—§=—§.
2 25 5
a  sing Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

18 5 ‘_NE?tional pentru Curriculum si Evaluare in Invitiméntul Preuniversitar

Solutie
@ b a? +a? +al aby +aby +azb 14 28
l.a) A'=|a, b,| si obtinem B=| ' > 3 ! 222 2332 :( ]
as by ayby + ayby +asbs bf +by +b; 28 56
a ol |lag o |la al
b) Se obtine det(B): Loz ™ 2 B 50
b b b by by by
a
¢) Punctele A, P, P;, O sunt coliniare < bk b’ =0, Ok, B {1, 2, 3}.
k t
ag a4, . - .
det(B)ZO = b b =0, O K {1, 2,3}, t#k sirezultd concluzia.
k t

2. a) Numarul elementelor multimii este ‘ Zs U L= 52 =25, unde L :{ a, b} UZs.
b) Calcul direct.

¢) Se verifica axiomele grupului. Pentru a,b0Zs, notdim A(a, b) =

> O> =
> = Q
—_—> O S

Elementul neutru este I, = A(ﬁ, 6) , iar simetrica matricei A(a, b) este matricea A(—a, —b).
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rezolvare
la) | f(0)|€x=> lin})f(x) =0.
X —

b) f’ (x) = sinl —lcosl
X X X
. . sint . . . <
¢) lim f(x)=lim—— =1= y =1 este asimptota orizontala spre + .
X — 00 -0 t

1 1
2a) I, =I_1(1 -2x? +x4)dx =E.

b) I -1 =I1 x2(1 —xz)ndx = (1_x2)"+1 |1 + ! J.l a _xz)anX :—1 1
n It T 2(n+1) -1 2n+1)7-1 2(n +1) nH
_ n (_l)k C,If _rl 2n _ . . . < -
¢) a,= ZW_J‘A(I —-x°) dx =1, ,iar sirul (I,), tinde descrescator catre 0.
k=0
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Solutie

1. A-B=(3:1]= (A-B)nZ={-2:-1:0: 1} = card ((A-B) n Z)=4.

2. 2x+l=x" —x +3= 2 =3 +2=0=x0{ 1:2} = (x:y)O{(1:3).(2:5)}.

x=120
{bmojm[“z]: r=142-x42,(x ~1)(2 ) == 20159,

4. x1<7=x0{0:;1:2;3}, y!<25= yO{0;1;2;3;4} . Numirul solutiilor : 4 3 = 20.

5 d(A‘d)—M: d(A'd)‘l
‘ ’ V5% +12? , .
1 1
4+
2 5

6. tga =%,tgb =é3tg(a +b) =

NeRIEN|

1-

(FATHEN

N | =

Solutie

21
la) A’ = =A+]
11 2

c

a b . . a b
1.b) X = Din ALX =X [A,rezultd b=c,d =a —bdeci X =
d b a-b

Dacddet(X)=0= a’ —ab—b*> =0.Daca b=0=>a=0= X =0, contradictie.Dacab # 0 ,impartind prin

b=t -1-1=0,1 :%DQ, fals.Deci det X #0, adica X este inversabila.

< . . . F, F 11
1.c) F, =1.Demonstram prin inductie.Verificare.n =1;A = =
F F, 10

Presupunem adevarata pentru nsi demonstrdm pentru n +1.
An+l :[Fnﬂ Fn jl:El ljz(Fer Fn+lj
Fn F, n-1 10 Fn +l Fn
2.a)
1 2 3 45 1 2 3 45
olr= , o=
21 3 5 4 1 3 2 5 4
Cum aceste permutdri nu comuta , rezulta concluzia.

2.b) Prin calcul direct se obtine ca ord( 77)=3 .Deci H :{e, 1T, 772} .

2.c)Fie 77, 77 OH = 7/ OH .Cum H este finitd ,rezulti H este subgrup al lui Ss.
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Solutie
Lb) lim (x - f(x))" = lim A
X 00 X >0 X e
(x2+x—1)'x—( 2 +x —l)x' 2 +1
b) Functia f este derivabila si f '(x) = > , de unde f '(x) =——— . Deoarece
x X

I (x) >0,x0O [1,00) , rezulta ca func.ia f este strict crescatoare.

¢) Functia f fiind strict crescatoare re este injectivad. Cum f este continua pe [1,00) f (1) =1si lim f (x) =00,
din monotonia lui f este si strict crescdtoare, rezultd imaginea functiei f este [1,00) , deci f este surjectiva.
Fiind injectiva si surjectiva f este bijectiva.

¢) Presupunem ci sirul (g(n)),»; este marginit superior, deci existd 5[] [190 ) astfel Incat g (n) <GB0 1.
Cum functia g este surjectiva, exista @ [ [190 ) astfel incat g (a ) = (. Prin urmare g (n) <g (a ) e 1.
Din g (n) <g (a ) , deoarece g este crescatoare rezultd n < @,z 1, absurd.

2. a) Functia F trebuie sa fie continua si derivabila. Din continuitatea in 1 rezultd a+b =1,
iar din derivabilitatea in 1 rezultd a =0. Deci a =0 sib =1.

e e 1
b) Utilizam schimbarea de variabila In x = ¢ Rezulta | L o= [ L = %dt :
| XF (x) 1x(1+ln2x) ol

1 e
Dar ;dt = arctgt |%) =7—T, deci Ide = I—T
0 1+72 4 1 xF (x) 4
¢) heste de doua ori derivabild, cu derivata de ordinul doi functie continua.
Utilizdm integrarea prin parti:
[ (i (x) e = [ n(x) (B (x)) dx=h(x) (x)I7 [ (i (x) (x))dx. Deoarece h(1) = h(7) =0
1 1

1

rezultafo(x) ' (x) [7=0. Deci:[h(x)h' (x)dx = —j(h (x)) dx <o0.
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Solutie

—

|4x -8 =4|x -2

4-2x/=2[x-2|= f(x)=0,08 R.

s

2. x* —2x+a-1=2x 3= x* —dx+a -4 =0=A<0=a0f «,38)

x-1 =x—l:>x—1=(x —1)3 = ()c—l)(x2 —Zx) =0=> xD{O; 1; 2} .

(J§+1)9 =(i +J§)9, Tpyy =CE (ﬁ)k DQ:%DN

bt

R

Numarul termenilor irationali este 10— ({z} + 1] =5.

m+1_ 8 1
5. —— = m=—
m-1 -4 3
2 2 _p2
6 cosA—AB *+AC” —BC :cosA=f:>m(<):A)=60
2[AB[AC
Solutie
1 2 3 456
l.a) o=
6 1 4 2 35

1b) m(0)=7 m(o™')=7
1.0 8(0) = -1 Dacd ar exista o solutie x atunci £(x4) = 5((7) sau 1=-1 contradictie
2.a) x>Ly>1=xy—-x—y+2 >1,deoarece(x—1) [Qy—l) >0

2b) f(xy) =xy —l;f(x)Of(y) =(x +1)o(y +1) =xy +
2.c)Fie f7':G - (0,00) care este izomorfism , f ' = g si deci

.0 % 1025=(g(0)” = (1025 = (¢(0)"° =1024 = (x-1)" =1024= x-1=2=x=3
10
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Solutie
1.a) feste continud pe (0, 1] deoarece, pe acest interval, se obtine prin operatii cu functii continue. Cum

< |x| si lxifr(}|x| =0, rezulta £i£1(1)xsing =0. Deci l}{r& (x) =0=f (0) . Prin urmare f este continua

.7
XS —
X

siin 0. Rezultd ca feste continua pe [0, 1] .

b) f este derivabila pe (0, 1] deoarece, pe acest interval, se obtine prin operatii cu functii derivabile.

oo f(x)=f0) o
Intrucat limita lim~————* =]limsin— nu existd, / nu este derivabila in 0.
N0 x—o N0 X

c)f'(x) = sinl—T—iTcos—n, Ox D(O,l]
X X X

Avem f(L]= ! sin((n +1)7T) =0 sif(lj=lsinnﬂ=().

n+l n+l1 n n

1 1 ' .
Conform teoremei lui Rolle, exista un punct ¢ [J (—1 , —j astfel incat f (c) =0, echivalent
n+l n

/i Vi . Vi
sin———cos— =0 < c¢sin— =77cos—
c ¢ c c c

m . : . /. I 1
Rezulta f (c) = JTcos — . Prin urmare, ¢ este o solutie a ecuatiei f (x) =JIcos—.sic D(—l,—J .
c X n+l n

2.a) Avem I; f(\/;)dx = I(;ln (1 + x) dx . Dar:

1

1
Illn(1+x)dx =.[1x'1n(1 +x)dx =xln(1 +x)1 - de =In2 —.[de. Cum
0 0 0 ‘1+x 01+x

1
1
de =1-1In2 rezultéj f(\/;)dx =2In2-1.
1+x 0

1 1 17 2y 1 2 1 2 1 T
b)j-g (x)dx = J-xarctgxdx :I il arctgxdx = 1 x—zdx . Dar Jx—zdx =l-arctgx| =1—-——.
0 0 A 8 2¢1+x o 1+x 0 4

1
Rezultéj. g (x)dx =7
0 4

1
=

¢) Consideram functia ¢ = f — g . Atunci: ¢’ (x) = —arctgx si @' (x) =

X
1+x° x
Deoarece @' (x) <0, rezulti ¢’ este descrescitoare si x =0= ¢’ (x) <¢ (O) =¢ x) <0.

Prin urmare ¢ este descrescatoare si x =0 = ¢ (x) <@ (O) =¢ (x) <0= f (x) <g (x )

. 1 m 3
Ca atare aria cautata este A = .(l).(g (x) -f (x))dx = _Z —In2 +E.
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Solutie

1. [\/M}:M,{—%} % :[MJh%E{—%} =46.

2. x, :—% =20[1:3]. (1) =F(3)=0.£(2) =-1 = f([1: 3]) =[-1: 0].

+820
3. {x o =x0f0e ) rrB =24 i xrg=aray fxm x=l,

X2

4. Dss={1,2,4,7,8,14,28,56} = p =

+ oo | &
N | =

s 62 pli i) erli=i)= {07 5o ()= (s2).

= o(r-a)(p-0)(p —¢) . p=2"T8 =10 5= _abe o T3
6. s=\p(p-a)(p-b)(p—c).p= : —10,S—10J§:>R—4S:R—3.

Solutie
La)AQX +Y)=AX +A¥ =X A +Y A =(X +Y) A= X +Y0C(A)

b
1.b) Fie A=(a dJ.Din ALE =E [AALE,=E,A=a=d,c=b=0=>A=al,
c
1.c¢) Dacd oricare trei se aflain C (A) atunci existd @ JC, A o1, = a patra matrice se
afliin C(A).
-1 1 23 4 5)(1 2 3 45) (12345
2.a) x=a b, x= =
213 45){21453 (12453

12345
2.b) alb= ; ord(ab) =3
12453

2.¢) ord (b) =6=b* =¢ echivalent cu 6|k
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Solutie
1.a) Avem: [’ (x) =3x" -3, f' (x) =0 e x D{- 1, 1} si urmatorul tabel de variatie al functiei f:

Din tabelul de variatie rezulta ca -1 si 1 sunt punctele de extrem ale functiei f.
b) Deoarece f este continud, f (1) =—2silimf (x) = +oorezultd ca ecuatia are solutie in multimea
X -0
(1, 00) . Cum f este strict crescatoare pe (1, 00) , rezultd ca feste injectiva pe (1, 00) . Deoarece feste injectiva,
solutia este unica.

¢) Deoarece g(x)=f2(x) =x® —6x* +9x%, rezulta g'(x)=6x" —24x’ +18x, de unde g (x) =30x* —24x> +18.

Pentru a rezolva ecuatia g’ (x) =0, notdm x> =¢ si rezultd 12(5t2 -6t + 1) =0care are solutiile

4 =é si t, =1. Deci ecuatia are solutiile —1, —%,%,1 . Tinand cont de semnul functiei g’ , rezulta ca g

are patru puncte de inflexiune.

x 0 -1 1 w 24 lim f (x) =lim £ (x) = £ (0

f' (x) + 0 - 0 + continud in 0. Rezulta f este conti
R.

f (x) —o [/ 2 N -2 / ®  fcontinui pe R = f admite prin

R.
b)Ixe'”dx =e" (x—l) +C, iar_[sinxdx =—cosx +C.
e .. ! ex(x—1)+cl,xS0
Deci o primitiva a functiei f va fi de forma: F (x) = .
—cosx +c,, x >0

Din conditia de continuitate a lui F'rezultd ¢, =c¢ =c.

¢) Deoarece F este o primitiva a lui f, rezultéj f (t) dt = F(x) —F(0), deci limita de calculat este
0

thzF(O) . Cu regula lui 1"Hospital : limLzF(O) = limm.
AN0 X N0 X N0 2y
F' . 1
Apoi lim T = i L) _jjp, Sinx 1
\0 2x N0 2_x N0 2_x 2
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Solutie

1. (BB +V7)? =3+2421 +7 =10 +24/21 ;4,5 <~/21 <4,6 = 9 <2/21 <9,2 deci
(B +47)?]=19.

_ 2 _
2.1—x¢0,1—2x¢0:>xDR\{1,1};2" L 3x+2 g X 73143 so:xm(l,lj.
2)7 1-x 1-2x (x=1)(2x -1) 2

3. \3/2—x =2-x=>2-x =(2 —x)3 = (2—x)(x2 —4x +3) =0=> xD{1;2;3} .

P 49—k k
|3 5.2(49-k) & _
4 T =Cyo| X Yy ;73 —5:>k—28:>T29.
e A4 — - -
5. g=AtBTlc rg ¢ o g =2i+2].
6. 3 _a

sinA=2, =2R= R=43.
2 sinA

Solutie
1 -1 10
w ) ) s O sazesa

1b) Prin calcul direct .

1 2 1 -
1.c) Notim C = A[B.C? :[O | j apoi prin inductie completa se arata ca C" = [O InJ , i) NP

deci raspunsul este negativ.
2a) X’ -2[X -1=(X +1) [P

2b) 0, =X*-20X -1 Q;=X> -2[X —lare trei radécini reale : x, = -1, x, :% +§,x3 =% —g
2.¢) Prin inductie completd dupa n .Pentru n =2, Q, = P: P. Presupunem afirmatia adevarati pentru n si o
demonsrdm pentru n+1. Q,,, =X"" -F , X -F, =X [@X" -F, X —Fn_,) +F, (]X2 -X —1) , de unde

rezultd afirmatia .
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Solutie

1.a) Deoarece se obtine prin operatii cu functii continue pe R, f este continud pe R, deci si pe [—1,1] .
2

x“ -4

f este derivabila pe (—00,0) si f '(x) = 5 ,deci f este derivabild in —1 si

[+ +4)
' 3 o 3

f (—1) = —2—5 <0. Analog, f este derivabila pe (0,00) deci f este derivabildain 1 si f' ( )—2—5 >0.

Rezultaca fOA.

—_ . — 1
F0 =70 =lim T - f derivabila la stanga in 0 si f(0) = ——

b) lim — =
R X /0 x(x2+4) 4

f(x)_f(()) . X 1 . o . . 1
lim =lim =—=> f derivabila la dreapta in 0 0) = — . Deoarece
N0 X ”\'Ox(xz +4) 4 [ derivabild ptain 0 si f,(0) 1 I'

£,(0)# £(0) rezultd cd f nu este derivabila in 0.
¢) Functia g, fiind continua pe [—1, 1] , este marginita si 1si atinge marginile.

, . —g(-1
Deoarece g'(—1) <Oexista D(— 1, 1) asa Tncét % <0,x € 1,a). Aceasta

x—(—

implica g(x) < g(-1),0x € 1,a). De aici deducem ca minimul functiei continue g nu poate fi atins in —1.
Analog, minimul functiei continue g nu poate fi atins n 1. Deci minimul functiei g
este atins intr-un punct x, € L1).
2.a) F'(x) = (ax2 +(2a +b)x +b +c)ex

Deoarece F este o primitivd a lui f, rezultd F '( ) =f (x), [(IxOR . Prin urmare rezultad a =1,b =-3,c =3.

1
b) Aria ceruta este egala cuﬂf(x)|dx ”x X - 1 e‘dx = J.x —1 e *dx . Dar
0

j.x(x —1) e'dx = (x2 -3x +3) e’ !

0

=e —3 . Deci aria ceruti este egali cu 3-e.

1 1

c)Vol(Cf) = lTj.f2 (x) dx = i'lsz (1 —)c)2 e>dx = qt(x4 -2x° +x2)ezxdx.
0

0 0

Fie G(x) = (ax4 +bx> +cx? +dx +p)ezx O primitiva a luig(x) = (x4 -2x° +x2)62x. DinG'(x) = g(x), (xOR

rezultd a =l,b=—2,c :Z’d :_Z’p :1
2 2 2 4
1 2
1 7, 7 7).l 156*-7
Prin urmarej(x4 —250 +x2)e2"dx :(—x4 N P e +_jezx _ Se deci
0 2 2 2 4 0

vol(c,) =’ZT(15@2 -7).
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Solutie
L[-B]=3{28=02=32.
s=5 s=5
2. ) 0{(2.3).(3.2} -
{v2—2p=13:>{17=6:>(xy) {(23).(2}

3. 2% =1,17 100 +16 =0=r 0{2:§ = x0{1;3} .
x(x—l)
2
5. 0A=2i+7.08 =21 +] = OA D =[04] {DF|cos(0A.08 ) - cox 04,08 =

4. =

(A2 =x(x-1),x22, x(xz_l) +x(x-1)=30=x=5.

20{-2) +10

[22_'_12 l22 +12

cos(m,o—g) =‘?3 .

e

AW

2

‘ (O8]

1
6. ctgx=3:>tgx=§:>tg2x:

O | =

Solutie
La)x,y =alk, =b 3, .y, =b 0, +a 3, Deci 17y +y2y =(a* +07) 2 +52)

™ Sirurile (), - (), (), - (o)
(dn),, ,d, :xr% +y,f ,0m] N

" sunt marginite daca si numai daca sirul

este marginit.

d=(a®+p2)@,  d,=(a®+b?) fix2 +y? a®+b> <1 d,<x}+y:, 00 N
™ ( ) "deci " ( ) [@ 0 yO).Dacé atunci "0 %0
a+b*>1 () .
Daca sirul este nemarginit.
Vg .7

cos— —sin—-| . - -
LoA=20 > 3 ;[ ”]:A"[E 0]3)6,,22" EExOEtos?—yO @m?j

sin%T cos— |\ Yo

De aici rezulta relatia ceruta.

22)A# 15, AT 2 1, A # 1, A* = [;;AY = [,010 N. A*™ = 4, A% =47 A" =43,
De unde rezultd concluzia.

2b)G ={1,,4,A% A} formeazz un grup Se arata ca A’ A 0G.i, {1 {0.1,2.3}

sau se scrie tabla operatiei.

201+ A+A7 + A7) +(1 +4 +47 A7) 4 {1, 44 447 A7) 4y =

1 0 0
0 2009 0|= det(M)=2009
0 0 1
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Varianta 55 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
1.a) Succesiv rezulta:

limf(x) \/x —-3x+2 \/x -3x+2 x -3x +2
x/1 x—l x/‘l ’x/‘l D 1 x/'l x 1

. X =3x+2 | X -3x42 | 3 -3 _
lim 5| ———— =;[lim———— =;/limn—— ——*lm— = -0
x/1 (x_l) x1 (X_l) x/‘l:))(x_l) x/'lx—l

b) Functia f este derivabild in orice punct x care satisface conditia x> =3x+2#0. Deci domeniul de
derivabilitate al functiei f este R \{ —2,1} .

x+1

3 (x—l)(x +2)2

¢) Aplicind corect reguli de derivare, rezulta f'(x) =

Tabelul de variatie al functiei feste:

X —00 -2 -1 1 00
f'(x) +++++ | +++++ 0 ------ | ++++++

fO [ /0 2 @ N 0

Din tabelul de variatie al functiei rezultd ca —1 si 1 sunt punctele de extrem ale
functiei f.

N o 1 A B C
2. a) Descompunem 1in fractii simple : ——————~=—+——+ .
x(x+1)(x+2) x x+1 x+2

Rezultil = A(x +1)(x +2) +Bx(x +2) +Cx(x +)sau (A+B+C)x* +(3A +2B +C)x +24 =1.
Astfel avem sistemul A+ B +C =0,3A +2B +C =0,2A =1 care are solutia A = %,B =-1,C =—
1 1 1

Atunci: f(x)=—+ + . Primitiva se gaseste imediat:
J = i e S
N +2
_[f(X)dx=lj‘ldx— de+lj‘ ! dx =In X +2) +C.
27 x x+1 29 x+2

x +1

1 1
b) Deoarece tD(lQO )rezulté t>Lt+1>2t +2 331t + ) +2) >6 > —F——— <—.
t(t+1)(r+2) 6

X X

~ . L=t
Atunci, pentru x >1 rezulta!mdt <.!.gdt =~

Egalitatea are loc daca x =1.

¢) Utilizam schimbarea de variabila: ¥ =t. Rezulta =— —dx =— —dx
1 +x8 olt x® ol +1?
1 7 L T
Dar I—dx arctgt| =— . Rezulta —dx =—
01 +12 0 4 o1+ % 12
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Varianta 56 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

1. 2(a=-bi)+a+bi =3 +4i=z=1-4i .

2. s(s2—3p)=—18.
3. 55=1>0=1+1-2* =0=>1=1=x=0 .
2Pk 1Y k _ _
4. T, =Ck (a ) (ﬁj 2(90-k)-T=4= k=62 T, .
s. i = =(u=v)(u+v).(3+2)) (2i+3]) =32 +283=12.

6. BC=VAC? +AB? :13:>R:B—2C:123

Solutie
La) f(A)=A" =1,
Lb) f(X+/(X))=AMX +AX)=AX +A> X =AX +X =X +f(X)
1.c) Fie f(Xl) = f(Xz) = ALK, =AX, = X, =X,, deoarece Aeste inversabild, deci f este injectiva.
Fie Y UM, (R).X =A™ ¥ este o preimagine a lui ¥ .Rezultd f este surjectiva, deci f este bijectiva
2.a
X,)YDM:AD(:XDA,AD’:YDA:A[QX ¥)=(AX)¥ =(X &) ¥ =
X[fAy)=
Xrm)=(xo)m
2.b) Fie X,Y0G = det(X)#0,det(Y)#0,det(X ¥)20si X YOM = X YOG

. a b a 0
XOMsi X = >X= .Cum det(X)20=a#0.
c d c a

0
uG

a

a 0 -1 0
2.c) Fie X :[ ), Xx? =1, = ¢ =0,a = £1. Deci existd un element de ordin doi : X :( J
a

c 0 -1
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Varianta 56 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
. 2 . : : . 9
l.a) Deoarece lim f(x) = 3’ rezultad ca dreapta de ecuatie y = 3 este asimptota orizontala spre o .
X — —00

ay4; _5+2n

b) Observam cd a, > 0, 0 n = 1. Deoarece
4+3n

<1, 0n =1, rezulta ca sirul este descrescator.

ay

. . 5 < 5 .. C .
Din0<a,<a;sia; :Zrezulta O<a, < 7 Un = 1, deci sirul este §i marginit.
Fiind descrescator si marginit, sirul este convergent , deci are limita.

. + - . .
Notam lim @, =xUR . Dina_,, :% (4, rezultd x :gx , de unde x = 0. Prin urmare lima, =0.
n

n—o n - o

-7 OxOR.Awnd g (x)=—2 _ kOR.
(3e* +4) (Ge* +4)

Deoarece g "(x) >0,[IxOR rezultd ca f este convexd pe R, prin urmare nu are puncte de inflexiune.

2a) j(l)f(ex)dx = I;J}dx =3/

¢) Din g(x) = f(e") rezultd g'(x) =

1
=3.
0

b)Vol(C,) = 7TJ.ln xdx . Darfln xdx =xInx — x|} . Rezulta Vol(C, ) = ITJ.In xdx =TI.
1 1 1

e

¢) Pentru calculul integralei J. f(x)dx = J.\/ In xdx utilizam schimbarea de variabila
| |

Jnx=t=hx=>=x=¢" :deZte’zdt.Apoi x=1=1t=0si x=e=1t=1.Deci

j@dx = j-QIZetzdt =j.(e’2 ) tdt =te" o —JL e dt =e —je’zdt =e —jexzdx.
| 0

0 0 0 0

Prin urmare j.e"‘zdx + j f(x)dx = je"zdx +e —j. e dx =e

0 1 0 0
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Varianta 57 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
2 2
+ +
1210 0a =102 g2 T gt S0 10 g 200
a a 11 a 77 a

2. 2 +dx+5=(x +2)7 +I2IWORx% 20 2= (w+ 1)+ 1210k0OR
(% +ax+5)(x? +20+2) 2100 0R

3. x>0,log, (4x) =log, 4 +log, x =2 +log, x, logy x =1 ,1* +1 =2 =0=¢0{1; -3

xD{Z ; l}
4

k
200-k -
4. Tin :CZkoo(%/}) (j_j e O{0;1:2;..5200 ,200 k —§=O:>k=80:> T -

3

1 1
5. m=——==—=y-1=—(x-2)= x-2y=0.
= yT1=5 ) y
N a2 =b*+c? -2bccosA=a® =12,m, =7 .

Solutie:

X, 3
1.2) [x‘ =AD" |5 =3,y =2, | 2 =AEE j:>x2=17,y2:12.
Vi Yo Y2 2

Xn+2 =3 Dcnﬂ +4 |3771+l
Yn+2 = 2 L—knﬂ +3 @nﬂ

1.c) Demonstrdm prin inductie. x, + y, /2 =1,x +y, &2 =3 +24/2 Presupunem adevarat pentru nsi
demonstram pentru n +1.

Spat + Yo B2 =30, +4T5, +(2x, +3y,)¥2 = (3+242) iy, +,42) =(3 +2J§)"+'.

2.) 3x2=3= 42 =13x|]{1,6}
2.b) 0rd(3] =6

- A - - - - A ’; A N
2.c) Presupunem ca f este un morfism de grupuri. f(Oj = l;f(Oj =f[2+2+2j 2(3) =6 =1,

1.b) ; Deci x,,, —6 0, +x, =0,0n20.

contradictie.
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Varianta 57 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
l.a) Din x,, =x +lrezultd x,,, —x, =x? -x, +1>0,0n21, O n 2 1, deci sirul este strict crescitor.
Cumx, 2 x,, sirul este marginit inferior. Demonstram ca sirul este nemarginit superior. Intr-adevar,

presupunand ca este marginit superior, conform teoremei lui Weierstrass rezulta ca este convergent, deci are
limita §i lim x, =x0OR . Trecind la limitd in relatia de recurenta si, tinind cont de teorema referitoare la

n— 00
.. . . e o 2 2 . ..
operatii cu siruri care au limita, rezultd x = x° + 1, de unde x* +x+1 = 0, deci xOC\ R, contradictie cu
xOR . Prin urmare sirul dat este strict crescator si nemarginit superior, deci are limitd i aceasta este oo.

3
b)f:R-»R,f(x)z{x +x,x£0'
arctgx, x>0

3x7+1, x<0
Functia f este derivabila pe fiecare din intervalele (-0, 0) si (0, ©) si f'(x) = 1 . Apoi:
—_ > ()
Xt +1 g
, - T+
£(0)= lim LD TSO _p F X il +1) =1
W X0 o
£(x) = lim f(x)— f(0) ~lim arctgx —0 —lim arctgx —arctg( —arctg'0 =1.
w70y 20y x=0

Deoarece fsl(O) = fd (0) =0rezulta f derivabila siin 0 si f '(0) =0. Prin urmare, f este derivabila si

3x°+1, x<0

iR SR, fi()=9 1 :
— x>0

¢ Fieh: R, - R h(x)=f(x)—a+2Inx. Atnci /'(x) =2x -2,
X

Pentru x0 Ri , h'(x) =0 < x=1. Se obtine ca 1 este punct de minim, deci h(x) > h(l) =2-aqa,0x DRi

Prin urmare , h(x) >0, [1] ]Ri daca si numai dacd a <2 . Deci cel mai mare numar real a cu proprietatea
certa este 2.

1 1 .
2.a) f xf (x)dx = I xe ™ dx . Se utilizeazd schimbarea de variabila x> =7 . Se obtine:

0 0
1 1

!).xf(x)dx =%ie_tdt = —%g(e_t ),dt = —%e_t

0
b) Suntem in cazul 6 . Aplicam regula lui ["Hdspital:

lim F (cos x) -FQ) — tm —sin xF (cos x)

lim = lim o ; apoi:

—sian'(cosx) sin x 1 1 _
lim =lim| — cosx) |=—Ff() =—e".
> ( S [ (eosn) | == f 1) ==

©) g'(x) =F'(x) +f (x) :f(x) _zxe—xz =(1 —2x)e_x2

Tabelul de variatie al functiei g este:

1 +00
X —00 —
2
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Solutie

144 1-4i _64
"4+7i 4-Ti 65

2. xv=—2£: x=1.
a

3. 3 =00>0.3+0 :IO:zD{éﬁ}: xOf L1}
t
4. Numarul cazurilor posibile este 2008:2 =1004 . Numdrul cazurilor favorabile se obtine din

30,30,...,3[669=670:2=335. p =335 .
1004

5. my :-zjm:—i,y—zzé(xﬂ):x—2y+1:o.

6. M mijlocul lui [BC]. GM =%AM , AM este inaltime ~ AM* = AB* -BM* = AM =4.

Deci GM Ig .

Solutie

La) d === f(x)= a.=1
a

@

1.b) Fie x,x, >0al. f(x, ) =f (xz) =X (ad —bc) =X, (ad —bc) ,deci x; =x,, adicd f este injectiva.

+
1.c) Inductie dupa n.Pentru n=1= f (x) =& b

ax+b . .
== 1 Presupunem adevirati pentru nsi
cx+d cx+d,

‘ fx)+b
d 1. ( ):%7":
emonstram pentru n + fofo,,+10f g c,,f(x)+dn

a, b
L deoarece A"+1=A"Dh={ " "]DL

Cp X+ dn+| Cn d”

. 1 0 a 0 0 b atl b
2a) Fie X UG, X= =detX =a+1#0.
01 00 00 0 1

2.b) A>=A,B* =0,,A[B=B,BA=0,.
Fie X,,X,0G; X7 I+ aA+ bB,X,= I+ a A+ bB
X, X, =1, +(a +a +aa’)A +(b +b +bb’)B, a+a +ad £-1.

a

(Xl)_l =1, P +1A _bLHB , deci G este un grup.

2.¢) X’=1,= X =1, -2A+bB,b OR.
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Solutie

. . . . T
l.a) Cum lim f (x) = l1mL2 =0silim g (x) =limarctgx = 2 rezultd

X 00 x—'m1+_x X0

lim (£ (x)g(x)) = lim / (x)lim g (x) =0 dzz =0.

X0

1= 2
b) feste derivabilisi f'(x) = —xz, (xOR.

()
Semnul derivatei:
x| -1 1
f'(x) ‘ ———————— 0 ++++t+++++ 0 --c-c-ooo--

Tinand cont de semnul derivatei, rezultd ca — 1 este punct de minim local, iar 1 este punct de maxim local.
2
, X
¢) Consideram functia 7:R - R ,A(x) = f(x) —g(x).Rezultd h'(x) = ————— . Deoarece

(1+)

h(x)<0,0xO (0, 00) , rezultd cd h este descrescatoare pe (0, 00) . Deci

X

h(x)<h(0),Ox0(0,00) = h(x) <0,x 0(0,00) = o <arctgx, x 0(0, )
X

2.a) Functia f este continua pe [0, 1] , deci este integrabila pe acest interval.
Functia g :[1,2] - R, g (x) = xIn x este continud, deci este integrabila pe [1,2] .
Deoarece f (x) =g (x), (x D[1,2] \{1} , rezultd ca f este integrabila pe [1, 2] .
Fiind integrabila pe [0, 1] si pe [1,2] , rezultd f integrabila pe[O, 2] .

b) Fie F o primitivd a functiei @ : [1,00) - R, ¢(t) =tInt. Atunci: J.tln tdt =F(x)—-F().
1

J{tln tdt

Rezultd lim . —lim f @ - FD)
ol x—1 N\l x -1

=F,(1). Deoarece F,;(1) =@(1) =0 rezultd ca limita este egald cu 0.

I b
¢) In cazul respectiv, deoarece f este continud, ea admite o primitiva F si I fx)dx=F (b) -F (a) .
a

Fie 01(0,2) . Consideram functia. 8:[0,2] - R, 8(x) = F(x) = f ()x
Functia @ [0, 2] - R,8(x) =F(x)— f(t)x este derivabilasi@'(x) = F'(x) = f(t) = f(x) = f(?).

Deoarece f este strict crescitoare, rezultd ci @ este strict negativi la stAnga lui ¢, respectiv strict pozitivi la
dreapta lui 7. Aceasta probeaza ca functia @ este strict descrescatoare la stanga lui ¢, respectiv strict

crescatoare la dreapta lui £. Prin urmare # nu este injectiva, deci exista a,b [J [0, 1] , @& b, astfel Incat

8(a) = O(b), cea ce implica F(a) = f (t)a = F (b) = f ()b = F(a) = F(b) =(a =b) £ ().
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Solutie

(31+1) 01

1. Numadrul termenilor este egal cu 11, ratiaegald cu 3. 1+4+7 +... +31 = =176.

2. x<3=>-x+3-x+4 =1=x ,x[l[3,4):x—3—x +4 =1:>xD[3,4),
x>4=x-3+x-4=1=x=4.Deci x([3,4].

- 1.5 N :
3. 10g3x—l,l+;—§:>tu{2,5}: XD{g,\/g}

4. Numarul cazurilor posibile 2008:2 =1004 . Numarul cazurilor favorabile 251.p = %

5. J(m-2)? +(2-m)* =4.m0f 23}

cosX _ 1-sin’ x

6. ctgx=6= 6= :36:sin2x=31—7 .

sin x sin2 X

Solutie

1.a) A=14m—4¢0:mDR\{%}
1.b) m=g
7

2
Le) dy Ndy ={(7.-3)} +(7.-3) Od, = m = -

A

2.a) detA=m D% l}. Cum (Z 5.+, [)]este un corp comutativ , rezultd ca A este inversabila.

Se araticid: ABA=B

m n m' n
2b) |[H[=10.Fie X;,X, OH=X,=| » «|,\Xy=| » &
0 1 0 1

mm  mn +n ) A
X, X,=| . A UH , deoarece mm D% 1}.
0 1
2 A A
) m- mn+tn 1 0 , N A\ A A A
20) X7 =01,,X, 71, =| 4 A =, ,|=m =lsin|m+1|=0.Pentru m=1,n=0=X,=1,,
0 1 01

A

fals. Pentru m =-1,n0Z5 = 5 solutii.
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Solutie

3 3 3
+ + +
) = X X i r T = r T rezultd lim /)

si = =1.
Fx+) x+1)P +x+1 7 (x+D)P +x+1 1P +3x% +4x +2 xoo f(x+1)

1.a) Deoarece

b) Deoarece f' ( ) 3x% +1>0, rezultd ca a f este strict crescatoare , deci este injectiva.
Cum lim f(x) = —oo,lim f(x) =00, iar f este strict crescatoare si continua rezultd Im f =R, deci
X - —00 X 00
feste surjectiva. Fiind injectiva si surjectiva f este bijectiva, deci este inversabila.
¢)Notim f'=gsi g(x)=y.Rezulti x=g~' (y) < x=f(y).Atunci x > © = y - o Prin urmare:

lim () _

1 =lim =
oo Yy e 3/; e f () ey +y

2.a) I f(x)dx = I f(x)dx + .[ f(x)dx . Utilizand schimbarea de variabila x =

=T /s

rezulta I f(x)dx = —ff(—t)dt —J.f( -1)dt = —jf(t)dt = —J‘f(x)dx si astfel se obtine ca I f(x)dx=0.

-
3
b) I&d I xdx. DarIx dx =2¢? @2—6=2c2.Rezultéc= ED(l,?»).
sin x ] 3 3

=2n7T. Atunci lim F( ) —00,

c) F( ) (—x +2)cosx +2xsin x . Consideram sirul ( )n>1’
n— oo

Considerand sirul (x )

T . . e
12 Xn = 2n7T+E rezultd lim F ( ) o, Prin urmare functia F nu are limita la oo .

n-o
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Solutie

3¥-1 -1 3¥-1_
= =2 =
3-1 2 2

1. 1+343%+..+3% = 3 -1<3’.

2. x5+ =s(s? =3p),5=-5,p == P+ = 5(25 -3( 7)) = 23002,
- 1.5 A .
3. log5x—t,t+;—§:tD{2,§}:>xD{ZS,x/g},

(2x-3)(2x-4)

4, 2x-322, > =6=>x=3 .
C? =3 Deci x=3.
+ +
5.2 2=x 3:x—y+1=0
3+2 2+3
- = = - - - = 5
6. uld=\u cos(< u;v ):cos(( u;v)=f.
leos(<(sv) ()=

Solutie
La) f(A)=A% =0,

Lb) £ (f(X))=s(AX)=A’X =0,

1.c) Presupunem f(X) +f(Y) =, = A(X +Y) =1, si aplicam pe

f :f(A(X +Y)) :f(lz):>A2(X +Y) =A =0, = A, contradictie.
2a)A’=((1) (1)}:>AA’=12,deCiAEIP

2b)Fie A,BOP, AJA= I, = det( ADN) =1=> det(A) @et(A") =1 = det (4) 0
= A inversabili= A' =A™ = P = GL, (R) =grup

2.0) X = A7 (Bidet(X) =(det A™") ({det B) #0=> X OGL, (R} P
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Solutie

1 X
1.a) Deoarece f'(x) = E rezultd urmatorul tabel de variatie:
1+41+x7 N1+X°
X ) 0 00

(%) - 0 +

. Se observa ca cea mai mica valoare este In 2.

£(x) | N\ In2 /

1
b) Cume’™ = 1+/1 +2 5i g'(x) = ——— rezultd (/0 =1) g'(x) =1.
1+x
1

¢) Fie functiag: R - R, @(x) = g(x) —x. Rezulta @'(x) = (1 +x2)_5 —1.Deoarece ¢' (x) <0,08 R

rezultd @ strict descrescatoare pe R . Prin urmare, pentru orice x >0 rezulta @(x) <@(0). Cum ¢(0) =0, se
obtine inegalitatea ceruta.

x|l

210

1 4
2.a) Intr-adevir feste derivabila si f(0) = f(1) =0, iar J f(x)dx = % -x + =0.
0

1
b) Deoarece f(x) =ax’ +bx* +cx +d,a #0, rezulti If(x)dx :%+§ +% +d si
0

f0)=d, f(1) =a +b +c +d . Prin urmare, conditia f [1M este echivalenta cu

atb+c =0 3
a b c ,deunde: aOR, & 0,6= - —a,c= g,d]] R . Rezulta
Z+§+§: 2 2

f(x)=ax’ —%lxz +%x +d,a OR,az 0,d] R. Atunci f[%j =d = £(0).
1

¢) Aplicam teorema de medie. Deci ¢ J(0,1) astfel incét j fix)dx = f(c) Rezultd fic)= f(0) si fic)= f(1).
0

Conform teoremei lui Rolle, existd a [1(0,¢) si S0(c,1) astfel incat f'(a) =0, f'(B) =0.
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Solutie

L2(1-x)=x+1+4= x=-1

2. f(0)=6,f(x)=0=x0{t 6} = A(0;-6),B(1;0),C(-6:0)
3. Sinx:_l,xﬂ{é l)k arcsin(— 1} k i Z},xu{m;“”}'
2 2 6 6

4. Numarul cazurilor posibile este 25 . Numdrul cazurilor favorabile este

15
c=15.p=—.
67 Py
— +rp + s
5. rg=aBTIC ’g’ '€ o e =6i+6].

o

(20+7) 2y —u) =duv —2” 427 - =av =2 42,

3y —2u° +2y° =301 % —2m+2 m2,(2ﬁ+;) E@z&—;) =9,

Solutie
1 a bY(1 ¢ d 1 a+tc b+d

lagM,, M. ,=/0 1 0|00 1 0f=0 1 0 =M sepsq
00 1){0 0 1 0 0 1
Lb) M, =I; este elementul neutru .Pentru orice matrice M, , G , existd matriceaM_, [, 1G ali.
My WM_ oy =Moo =M_ ) My Mg =M sy gy =M s prg =My My
0 a b
Loy M,,-M,, =M =| -a 0 0|=det(M)=0;
-b 0 0
Daca a=0,b OR" = rang (M) =1;Daca a =0,b =0= rang (M) =0.
Dacd aOR"= rang(M)=2.
2a) ord(e)=1, ord(a) =0rd(b) =ord(c) =2 .Deci x =e este unica solutie.
2b) 08 K,# = K egte comutativ
Daci ab=a=b=e g5,
Daci ab=b=a=e g5,

_ _ -1 _
Daci ab=e=b=a " =a fa)5 Deci ab=c¢

2.¢) Nu sunt izomorfe deoarece K nu este ciclic si Z, este ciclic fiind generat de 1.
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Solutie
1.a) feste continud pe fiecare dintre intervalele (—00,1) si (1, 00) , deoarece pe fiecare dintre intervalele

(—00,1) si (1,00) f se obtine prin operatii cu functii continue. feste continua in 1 daca lirrll f (x) =f (1) .

. _Inx _ . In(l+7) . .
Deoarece hrrll f (x) = hrrll N = hrrol =l1=f (1) rezultd f continua in 1. Rezultd f continua pe R .
X — X - X — - l-
0 ) ) _ . lnx—(x—l) . 1-x
b) Suntem in cazul — . Aplicdm regula lui 1" Hospital. Rezultd lim ————=lim ———.
0 a1 (x—l) x-1 2x(x—1)
. 1- 1
Dar lim—— = -~ Deci limita este —l.
x=12x (x - 1) 2 2

¢) Deoarece se obtine prin operatii cu functii derivabile, functia f este derivabild pe (0, 00) \{ 1} .

i plus, £/(0) = XY g (0 W3

x(x—l)

1 o )
= —5 ,rezultd ca f este derivabilain x =1 si

fxn=umf1@=-%.

x-1

Prin urmare, f': (0,00) - Rsif'(x) =

Deoarece 1 —l —Inx <0,0x0 (090 ) rezulta f'(x) <0, Ox D(O:;o ) , deci functia
X

f este strict descrescatoare.
2.a) Fie F:R - Ro primitivi pe R alui f. Atunci feste derivabild pe Rsi F'(x) = f(x),0rOR. Deci

F'(x) =In(l +sin? x),xJR . Deoarece 1+ sin® x >1 rezultd F' (x) =In(1l + sin’ x) 20,0xJR. Prin urmare

F este crescatoare pe R

b) I(:[f(x) cosdx = Ionln(l +sin? x)cos xdx .

0
Utilizam schimbarea de variabila sin x =7 .Rezulta I (:[ f(x)cosdx = Io In (1 +12 ) dt =0.

¢) Functia f , fiind continud pe R, admite primitive pe R . Fie F o primitiva pe Ralui f .
Atunci F este derivabilipe R si F'(x) = f(x), [IxOR.

arcsin x

In plus, g (x) = J- f®dt=F (arcsin x) -F (%Tj, de unde rezulta ca g este derivabila pe (—1, 1)
n

4

] —_ [N . — 1 . — 1 .
g'(x) =arcsin' x [F (arcsm x) = m f(arcsm x) = — In (1 +x2) . Deci
' . 1
g :(-1L1) > Rysig (x):mln 1+x2).
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Solutie

1. 62=x(x—5)3x=9.
2. f(-1) =2 f(204-2)) =10= £ (20f £ (-1))) =10.

3. 2x+g=x—g+2k7T,kDZ3x= 7':2x+5”= — +5”+2k Tk DZ:xD{O;%l;T%];E z}.Deci

xD{O;z—n;n‘,ﬂ;Zﬂ}.
3 3

4. Cazul 1: 4k =20=k =5
Cazul 2: 4k+20=48=k=7

k0{5.7}

5. 2xy = x4 txy,2xy =xg Xy =Xy =40y =5;
2y =Ya +In-2VN SYg tyn = vy =3y =4 ,deci M(453), N(5:4) .
a2+(a +1)2 —(a +2)2

6. -1< <0,aDND:aD 1,2 . Doar pentru a =2 se obtine triunghi .
2a(a+1) { 2} P ’ g

Solutie

6 2
1.a) B2 =[ J =2B
-6 2

Lb) A* =2A=a® =bc =2ab(a +d) =2b; c(a+d) =2c;be +d* =2d [ .
aca

20
_ _ _ 2 _ 2 _ _ _
bz0=a+d _2’contradicgie.Deci b =0.Analog C—O'a =2a,d —ZdDA—[O 2] =2A

1.c) d =2 -a;det(A) =ad ~bc =a(2 —a) ~bc =0.
2.a) Aplicam algoritmul lui Eucid.
X0 -1 =(x4 —1) &2 +(x2 —1)

xt=1=(x 1) (i +1), deci (£,8) =27 -1
2.b) 8 solutii distincte.

2.0) f(x)=(x=1) fx +1) i +1)
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Solutie
1.a) Deoarece f, (x) =x* +Inx, rezult f (x) =2x +l >0, U] (0, 00) . Deci f, strict crescdtoare pe
x

intervalul (0, 00) .

b) Cum f, (i] L, (1) = (L” —1] 0 <0 rezulta ca ecuatia f, (x)=0are cel putin o radacind reald, situatd in
e

. 1 : < % 15 .
intervalul {—,1|. Cum f, este strict crescatoare radacina este unica.
e

¢) Rezultd lim L—L =lim 3 _ .

Pentru calcul limitei lim( 3 _ ] se utilizeaza schimbarea de variabila

x>\ x*+lnx-1 x-—1
2
1 -y =In(y +1
y=x—1. Se obtine lim 3 3 —— |=lim 3y y2 (y )
v (y+1)? +In(y+1) =1 ¥ ] »=0y"+2y* +yIn(y +1)
si se aplica regula lui 1" Hospital.
y
_2 —_
2 y
-y~ —In(y +1
Rezulta lim 3y yz (y ) = lim y+l , de unde
o0y 42y% yin(y +1) v=0302 4 gy g (y 1)+
y+l1
_2_ 1
lim y+l =3
- +
v 03y+4+ln(y 1)+ 1 5
y y+l1

2. a) Consideram functiile, g :[—27‘[,0] R, g(x) =y siH : (0,00) - R, h:[0,2771 - R,h(x) =1+sinx.
Deoarece f (x) =g (x), Dﬂ—[ 271, 0] \{0} si g este integrabila pe [—27‘[, 0] rezultd f integrabila pe [—27‘[, 0] .
Analog, deoarece f (x) = h(x), bt ] [0,27‘1] si h este integrabila pe [0,2771 rezultd fintegrabila pe[O,Zn} .
Prin urmare f este integrabila pe [—27‘[, 0] D[ 0,2 I?= [— 2772 }’T

s 0 T
b) [ fdx=[ fode+ [ f(@)dx

4
X

0 0 0 1 . .
Cumj_lf(x)dx = I_1x3 dx :T 1 = —Z si I(:[f(x)dx = Ion(l +smx)dx =(x —cosx) :)T =TtH,
rezulta I_TE f(x)dx=T1 —%
¢) Inductie matematica.
2
Cum jozn(l +sin x)dx = (x —cos x) (2)1'[ =2 T, rezultd I f (x)dx <2
0

2 _ - . 2
Presupunemj Onf” "(x)dx < 2" 1t i demonstram ca IOnf”(x)dx <2"m

. - o . -1 -1 .
Deoarece 0<1+sinx <2 si sinx <1rezulta (1 +sin x)n <2 s

(1 +sin x)n_l sinx < (1 +sin x)n_l , rezultd

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 63 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

4n+l) an _ 12
n+4 n+3 (n+3)(n+4)

1. a,4—a, = = a,y —a, >0,01] N= sirul este crescator .

2. P Hx+l=—x —2x 6= 227 +3x -5 0:>xu{; }:A( ;%),3(1,3)

3. _E—3x+f+2knk[IZ:>xD{ﬂT7—r},
4 4 4
el = e =T +1)nkDZ:xD RN eR
2 4 47474 4

5. m_3 :l: (m.n) =(—l,—12).
2 2

6. ACBD=0= AC 0BD = AB”> =0B? +0A*,CD* =0D* +0C?,
D?=0D? +0A% BC* =0C? +0B> = AB? +CD? = AD? +BC>.

Solutie

det(X)=b" 20.
. 0 a 0 b —ab 0 ‘
1.c)Fie A,BOQ= A= ,B= . AB= =(AB) = ABOP
-a 0 0 -—ab
2a) f' (x) =3x? +4x +3>0,IxOR = f este strict crescatoare.
lim f(x) = —oo, lim f(x) =oo, f este continua deci are P.D= f (x) =0 are o unica
X — —00 X =00

solutie reala.

21) }(6}:1,}(1} -1

2.c) Daca f = ghe,grad(h)21,grad (h)21= f =gk, deci f este reductibil, contradictie.
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Solutie
1.a) Daca xJQ, atunci|f(x)| < |x| = |x| < |x| , evident. Daca x 1R\ Q, atunci|f(x)| < |x| = ‘x3‘ < |x| si

‘x3‘s|x| = |x|(|x|2—1)sl,evident pentruxD{- l,l]e:» |)4§ 1

b) Din |£ (x)|<|x

, Dﬂ—[ 1,1] rezultd lim f (x) =0.Cum f (O) =0 rezulta ca f este continud in origine.
x-0
Deci f este continuad in origine.

¢) Deoarece lin}) f(x)=0 rezultd ca pentru orice sir (x,) _ care are limita 0, sirul ( f (x"))n>1
o > >

. A 1 1
are limita 0.In particular considerand x, = T rezultd lim f (x,)=lim f [T) =0
n n — 00 n— o n

2.a) f este continud si derivabila. Din continuitatea lui f rezulta b =0.
Apoif'(x) =ae" +axe’ —1,[k< 0 sif'(x) =cosx —xsinx, [l 0.
Cu o consecintd a teoremei lui Lagrange rezulta
lim f'(x) =lim /' (x) = f (0) = a-1=1=a=2.
b [ f(x)dx=j0nf(x)dx+j1f(x)dx.

-TU - 0

Dar j_on f(x)dx= jfnxcos xdx = j 0

' 0 0 ;
x(sin x) dx = —J. _TsTin xdx =I _(Tcosx) dx =2, iar
1 d-l(2x—)d—3th'l dx ="
Iof(x) x—jo xew —x x—E. ezu aj_nf(x) x—E.
= — . L LS| (T n+, . ] _ Ty, .
¢) Daca b =0, atunci /,, —on f(x)dx —on cos xdx —on (sinx)'dx =—<(n +1)jox sin xdx .
Cum O] N si (k] [0,771, x"sinx =0, rezultad 1, <0,02 1. Apoi

—_ n n _: n n I —_ -
I, =~(n+D)| o X" sinxdx n +1)ij (cosx)'dx =«(n ) ® =(n #)I,_;.Cum I,_, <0,02 2 rezultd

I, 2—(n+1)T", [h=> 2. Deoarece lim (—(n +1)n”) = —oo rezultd lim J‘;Tx”f(x)dx = lim [, = —o.

n— n— o n-o
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Solutie
1. a,4 —a, :(n +1)2 —(n +l) -n* +n Ay —a, =21,
a4 —a, >0, N'= (an )n [y D €ste strict monoton .
2. f(x)=(x+1)",(f o)) =(x-2008 +1)* =(x —2007)* 20, ] R .
3. x4+ =l vkmk 2= x+ L= -y rkmk OZ.
372 32
4. x23,07 =x-1,2, =w,x2 ~x-16<0=> x[{3;4} .

5. n —m+2¢;1:>m|]{2‘; %}

m+2  4m -8

tgA +1gB

6. tgcztg(ﬂ_(A +B)) =-1g(A +B),1g(A+B) :l—tgAth

:thZI:C—]ZT.

Solutie
1.a) .. Y= Y JAX =XA=t=x,y=3z
Fie z t

2
1.b) det(X)=x2 —3y2 =0;Dacd y=0=x=0= X =0, .Dacd y¢0:>[xJ :3:>£|:I{t \/5} R
y y

contradictie.
3 3d +3bd  3(be +ad
1O paca X :(a J’Y{C J,a,b,c,d 0Z= xy:[“c (be +a )J

b a d c bc+ad  ac+3bd
Utilizand metoda inductiei matematice,rezultd concluzia.
2a) f(1)=0
s N2
2.b) (le} —2[ > xl.ij =-5
i=1 1<i<j<5

2.0) f(x) :(X‘l)(x4 +3x% +2x +2); X3 +2x 42 =(x2 +1)2 +{x +1)* >0
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1.:al)f()c):lnX+2 :ln(x +2) —Inx . Rezulta f'(x) iz -— xD(— 00 —2)D(0;0 )
X X
1 1 4x+4
Apoi f'(x)=— - = ,x 0o ~ 20 .
pot f (x) x° (x+2)2 xz(x+2)2 * 6 ) (62 )

Daca x D(—oo T 2) atunci 0>x +2 >x, deci (x + 2)2 <x? sirezulta f" (x) <0, deci feste concava pe

(m.-2).

b) a, :ln( ﬁﬁﬂ ﬁi-l-l j (n2+1).DeCi anzln(n+1)2(n+2) —lnn(n2+1) :lnn+2.
n n

2
Rezulta lim a, = lim In nr =0.

n— o n — 0 n+l

¢) Consideram func‘;iah:[l,2] - R, h( )
h

( ) f ( ) Aplicam teorema lui Lagrange functiei 4.

Deci exista CD(O,I) astfel incéth'( ) ( ) h(l) , de unde f( ) (c —l)f'(c) =f(2) .

1 1 1 1 2Y
2.a) '([xf (x)dx:l‘ﬁdx. Apoi!ﬁdx:ljudx.

1+ (x2 )2
Deci Jl.xf (x) == J‘idx —larctg( ) ! =—.
: 2a(e) 2 08
b) Se observa ca T2 < T <1, 0] [O 1] Aplicand proprietatea de monotonie a integralei rezulta

1 T

T 1
dx < de<jldx de unde e .([f(x)del.

-.!.1+x2

o [fOL O @, I( (r)} S _f O
) o f(x) £(0)

1 |’
rezulta f'(O) =0. Deci Ig(x)dx =J'§ () dx =lnf(x) i) =In2.
0 0

Deoarece f'(x) =-

()

)
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Solutie

1. Ratiaeste: 17-13=4.a, =a; -4 =9= a; =a, -4 =5.

2. f(—x) :(—x)3 +2sin( —x) =—f (x) t] R = functia f este impard .

RSP C ) . o ka0 z = x0) 28 17
3 6 6 6
4. Numarul cazurilor posibile este 900 . Numarul cazurilor favorabile se obtine din
. . . 1 1
a+b+c=4,unde al{1.2....9} jar b,cO{0.1....9} . deci sunt 10 cazuri, p= 0 = 1
900 90
5 ﬂ —E =-] m :;
3 2
2tg —
6. sina = 2 Dsina-ﬁ.
1+1g a 2
2
Solutie:
l.a) a=2,b=0
1b) a=4b%-2
lc)az4db=-a+2=x,y,zUZ Pentru a=4,b=-2.
000
1.c) In egalitatea X2 =05 trecand la determinant se obtine a =0.Cum X =0 0 0 ,b,c0Z, verifica
b ¢ 0

egalitatea X* = 05, rezultd cd avem 4 solutii.
2.a) Cum a,b,c0Z, si variaza independent , rezultd ci A are 8 elemente

a 0 0\(a 0 0) (¢ 0 0 ) .
2b) [0 a 0|00 a 0|=[ 0 a® 0 |.Dacia=0=X>=0,.Daci a=1=X>=1I,.
0 0 a)l0 0 a 0 0 42

2.¢) a=0,b,c0Z, = 4 solutii.

s a b
Dacd b#0 atunci ¢ = =S A=| 142 ,aOR,5 R
-a
b

1 0 -1 0
Da(:e“lb:O,atuncicl]]R,aé l,d]-{ 1,1} si obtinem A=( 1Jsau A=[ IJ,CDR.
c - c
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Solutie

1.a) ’ f' (x) =1+¢' 20,0x0R, deci feste strict crescatoare pe R .Rezulta caeste injectiva. Deoarece
lim f(x)=-c , lim f(x)=co sifeste continua rezultd Im f =R . Prin urmare f este surjectiva.

l:i;mz injectiva si s]il;j:ctivé, [ este bijectiva.

b) Fie functia h:R —» R, h(x)=x+e* —(2x +1). Deci h(x)=e* —x-1.

Rezultd /' (x) =e¢" —1si urmatorul tabel de variatie:

Din tabelul de variatie rezultd /1 x) = x +¢* —(2x +1) 20,0k DR, de unde

f(x) >2x+1,0x0OR

Rezulta f(l) =1+/, de unde [+e =1+1 cu solutia unica [ =0.

2.a) Deoarece F este o primitiva pe R a functiei f, atunci F' (x) =f (x), IxOR.

Deci (4F (x)) =4f (x) =4sin® xcosx.

Apoi (sin4 x) =4sin> xcosx. Deci existd ¢ R astfel incat 4F (x) =sin* x +c.
T
b) Aria subgraficului este .[02 f (t)dt .
T T

z 1. - 1. —_ 1 -
Darj2 f(t)dt =—sin*#|2 .Cum—sin*¢|2 == 2l B 0 B

0 4 0 4 0 4 f'( x) ————— 0 +++++++

e N~ 0 7 e

< . < 1
rezultd cd aria cerutd este 1
s m, . (T e o
c) I o £ (x)dx = I o sin®"*3 xcos® " xdx . Pentru calculul integralei Io sin®*3 xcos¥*! xdx utilizam

1 3n+l
schimbarea de variabild cos x =¢. Rezulta J. : £2* (x)dx = —I_1t3”+1 (1 —t2) ar

3n+l 3n+l

1
Deoarece functia f :[—1,1] R, f (t) =3 (1 —tz) rezulta j_ltS”H (1 —tz) dt =0,

deci [ : £ (x)dx =0 .
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Solutie
1 (2+i)(3-2i) =8 =i, (1-2i)(2~i) =-5i = 8 - 6i
2. f(x)=3x~[3],
f(x+;):{3(x +i]} ={3x+} =3x +1 {3x 4] Bx 4 34 4 3x [3] 34 A .00 R=
:% este o perioada a functiei f .

e . X . 2t - 1 m
3. x=rverifica ecuatia. tg5=z:>smx=— cosx =——,t =—== xUy—,7T;.

1472 N )
Cop o 200 Qi _11
Cgo 101100 20! 10
5. m+4=2+2,n+5 =3 +2:>(m,n):(0;0).

. 2
6. smx:4:1 cozs x=l6:>cos2x=i
COSXx cos” x 1
Solutie
l.a) m=7
f— + -_— -

1b) Ml(l,l);Mz dm 3’3m 4 M, 2m 9’12 m mOZ.

25 25 - 5 5

Consideram m =25k +7,k OZ

Le) S =%[]]A|,A=%(—m +7)(14 =2m);S =1 = m0{2,13

2a) f(-1)=0
2.b) f(x) = (x +1)(2x2 —(a +2)x +2) ; Radacinile sunt reale pentru a O 5 6]UJ[2%0 )

1
2.0) x; =—Lx; Z)C—;|x2 |+ |=2 «|x, F1 = af 6,2)
2
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Solutie
1=vx? =1,x0f e 1] Ok )

1-V1-x*,xOF 1,1)

1.a) Explicitand modulul, rezultd f (x) = { , de unde rezulta

08+ L1).

b) Ecuatia asimptotei spre +co la graficul functiei feste y =mx +n, undem = lim M si
x>0 X

n = lim (f(x) —mx) . Deci :

X - 00

— 2—
m=limM=lim¢:hm(l—/1_11:—1
X—-0 X X — 00 X x—o0o| X X

1
n=lim ( f(x)-mx) = lim (x —x? -1 +1) =lim | ——— + | =l.
X 00 ( ) ) X -0 xo0o oy [xz -1

Prin urmare, ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei feste y = —x +1.

¢) Pentru xD[lQo ) rezulti 1 - x° <0, deci 1- X2 /‘1 X ‘ Prin urmare

—

1- ‘1—x2‘
0<

<1,04 (\/53, ).Deci—ng(x)Sl,[bE (\/f)

. 1-N1-x7 X 1 : .
Deoarece lim g (x) = lim — = lim 7—) =—, functia g poate fi

. : o 1
prelungita prin continuitate tn 0 punand g (O) = 3

X2

Cum g este continud pe intervalul |:O\/E ] , rezultd ca pe acest interval g este
marginitd, adica existda M >0 astfel incét| g (x)| <M.,Od [Oﬁ J .

Cum|g (x)| <1,04 (\/én, ) rezulté‘g (x)‘ < max{l,M} , U [@, ) .
Aceasta probeaza ca g este marginita.

3/4 2+ 3/4 + N
2.2) .[ = 1 _[ 2 dt . Utilizim schimbarea de variabild <1-¢ =u < =1 -u?, O] [0’1] :

o SN
3/4 2t+1 J~3/4 2t +1 d __Jl/z 3-u?
o sl =

3 32
1/2 3u - 1/2
=2 MU gy :zj (uz fu-2 -2 jdu L +E 2 +n(1 ) =2 2
0 1-u 0 u-1 3 2 0 64
b) Utilizam schimbarea de variabila g (x) =t e x=f (t) .
3 1
Astfel rezulta jg (x)dx = _[tf ' (t)dt , apoi aplicdm integrarea prin parti.
1 0

172 3u —u’

I—u

Deci f = Rudu —2.[ du =

I-u

3

DeciIg(X)dx if()df tf()

1

1

j £ () =1 (1) j dx—3—jf

0
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Solutie

b
1.,b> =624 = by =12 q:bi:2:> b =3.
2

2. 3—m2>0:>m|:|€ ﬁ;ﬁ).
G oo2n 3 3m_ . Am_ B
n=—=-"=sin— =—

3. sin’—T:—,m i =0,sin—
3 2 3 2 3 3 2

.. 2m, 3w, . 413
sin— +sin— +sin— +sin— =——.
3 3 3 3 2

4. Numarul cazurilor posibile este: 33 . Numirul cazurilor favorabile este : 31=6 = p= g

5. Q:l,aﬁzlﬁj m:l.
AB 3 3 3

6. cos2a =2cos’a —1= cosZa:;.

Solutie
L.a) detA=(m-1)*
1.b) Dacdi m#1= rangA =3.Dacd m=1= rangA =1

1.¢) Caz de incompatibilitate 7 =1,

Daci mDZ\{]} =x=1+

) 20102 peei m|3= mOf 2,0.2,4)
m—1 m-—1"

2a) Calcul direct

2.b) a =[1234], B8 =[1342] . . .
Sau se calculeaza puterile consecutive ale lui a,f.

20 x(B =07k - alk=x[PB y=x
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Solutie
1.a) intr-adevar, f este o functie de doua ori derivabila, f' (x) =e* (sin x +cos x) ,deci f'(0)=1. Evident
f0)=0.

1

U ey In(1+ £ (x))

b) Suntem in cazul 1% . Dar (1 +f (x)) =e . Deci avem de calculat linz) (cazul %).
X X
In(1 !

Cu regula lui 1"Hopital , )lciino M = )lciino N {f()(cl) =f (0) , cea ce este evident deoarece f (0) =0.
o) £ (x) - x" = [@f” Hx) 472 (x) #4272 f () +x”“) . Apoi:

n—1 n—-2 n—-2 -1
1imf—_(x)=1, 1imxf—_(x)=1 ...... lim = f_(x) 1 limE— =1 gi
x-0 xn 1 x-0 xn 1 x-0 xn ! X !

x-0

tim L7 S0 W) (0
x=0 X x-0 2x x>0 2 2
hmf%m—ﬁ:hmfh%w%f”%ﬂ+#“%ﬂ+f”fuyﬁ*‘_M%m
X=0 xn+1 ¥=0 x2 xn -1 xn -1 xn - n- 2

2. a)g(x):J‘f(t)dt=fidt =In(1 +x).
0 0

11n (1+x)

? (w41’

b [} F2godi=)

dx . Apoi:

11n(1+x) 1
I 5 dx=- ( j 1n(1+x)dx = —ln2 j 4dx si
O(x+1) 0\ x+1 x+1)

1-In2

+1

oo, L1 (2] o1{2) s
O o

Pentru functia f:[0,1] - R, f(x)=

11 _ 1Yt <! 2 -
I de__(x j‘O—E.RezultaIOf (x)g(x)dx =

. :
si pentru fiecare n =1
X

S

. - < 1 2
formam diviziunea echidistantd A, =(x0 =0<x =—<x, =— <..<x, = 4|,
n n n

N . . . i
iar in fiecare interval [xi_l ,xi] alegem punctul intermediar ¢; =x; =—.

n
Astfel se observa ca suma s, este chiar suma Riemann asociatd functiei f,

diviziuni A, si punctelor intermediare ¢; : 0, ( ) Z f ( )(x —x_l)
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Solutie

N 25(4-3i)  25(4+3i) _

25 25
2. m*-2<0=> m[l(- \/5,\/5)

m xX_T

3. arctg—==—= arctg—=—= x=x/§.

56 3%
4. Numdrul cazurilor posibile este : 90:2 =45 . Numadrul cazurilor favorabile se obtine din

403,4(4,...,4[24 ,adica22. p :i—i .

5. AN+NC=AC, AN =3NC,AN =3NC si AM =3MB = MN || BC.

-3

T4

Solutie
la) B+B =A-A' +A' -A =0,

1.b) detB=(-1)’det B= det B=0
L.o)Daci x+y =03y=—x33=x(A—A’):>detB=0

2.a) x(x2 +l) =0=>x =0,x, =i,x; ==
2.b) i(p+2)+p +g -2 =0,p,q0UR= p=-2,9 =4
S, =x +x3 +x5,nON.S,== pS, ,— ¢S,5,0n=23
2.¢) S, =3,5,=0,5, =2p,S; =3¢,5, =2p>,Ss =5pq
Se==2p’ +3¢°.5;, =-1p’q
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Solutie
1 a1 2 2
1. a) Pentru x>0rezultaf( )—m+ln(2x +1) ln(2x +3).Rezu1taf (x)——(xﬂ)2 +2x+1 _2x+3’
1
deunde f'(x)= .
Q (x+1)° (2x +1)(2x +3)

b) Deoarece f' (x) >( rezulta ca functia f este strict crescdtoare. Din 0 < x <r rezulta f (x) <f (t) .

Cum lim f(¢) =0, rezulta f (x) <0, x0(0,00).

- 00
€) X,4 — X, —1+1+ +l+ ! =In n+1+l 1+l -I:..-ll-}nn -Il .
2 n n+l 2 2 n 2
. 1 2n+1 ) . .. . -
Rezultd x4 —x, = - =f ( ) <0,1iar din x,,; —x, <O rezulta sirul (x”)n>l este strict descrescator.

n+1 2n +3
2. a) Functia feste o functie impara prin definitie daca. f (—x) =—f (x), OxOR.
) T2
Utilizam schimbarea de variabila ¢ = —u . Rezulta f (~x) = [ ¢ dt = ~[ " du =~
0 0

2

e dt =f(x).

(=R 2o

X X X 3
b) Deoarece e* > x,[(IxOR , rezultd e’2 >¢% . Atunci Ietz dt > Itzdt , de unde Ietz dr >
0 0 0 3
3
Cum hm — =oo rezulta lim I e dt=o0.Decilim f(x)=co.

X - 3 x—»oo X - 00
c) ¢ <e 08 [0 1]
Rezulia [ ef dt<j ¢'dr,08 [0,1], deci f (x)<e* -1,08 [0,1].

Prin urmarejof X dxsfo(ex —l)dx =e-2.

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 69 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
1. z+7i=6z,z=x +yi;x,yDR,2=x—yi,x—yi +7i =6(x +yi)3 x=0,y=1=>z=1i.
(3+101)50
2. f(1)+£(2)+£(3)+... +£(50) ==—"—

3. Daca f ar fisurjectivd , atunci ar exista x, N astfel incat f (xo) =0.

=2600

3xg+1=0=>x, = —% UN. Deci f nu e surjectivi = f nu este bijectivai= f nu este
inversabila.
4. x)(x+1-1) <100 = xICk <100, 0!00,110,2!2,313,413 < 100, !k >100, > 4,
_5_1
TR,
5.Punctul lor de intersectie este M (O,l) OOy .Punctele A(—l, —1) Ddl,B(l,— 1)] d, sunt simetrice
fatd de Oy, deci dreptele sunt simetrice fatd de Oy .

7T T 7 T 7 m . o m Tm_J2-6
6. cosﬁ=cos —+—,cos— =cos —+Z =C0S—C0S— —Sin—Sin— ,COS— = ~————

3 4 12 3 3 4 3 4 12 4

Solutie
111 121
1a)A>=|0 1 0[;A>=|0 0 1|.Se verifici relatia.
00 1 010

Lb) A - A=A —[;;A° -A% =AY —A% A7 A7 =A% —A%; AT - AT = g g
Prin insumare obtinem: A" — A=A —[;;A*"*? -A% =A™ A=

A AT =AY A A A2 S p% g = AP A% %

L) Demonstratie prin inductie. Verificare pentru " =Ln=2 .Presupunem adevarata pentru
toate valorile <7 1 si o dem.pt. " Utilizand relatia AT AT AT -, Jrezultd

concluzia.

2.a) x* —1=0are solutiile complexe: X =Lx, ==1,x; =i,xy =
-1 + I
2b) P =(e-1)(18,) (1 -€2) unde £, == =3

2.¢) X% -1 =(x —1)(x +1)(x2 +1)(x2 —\/gx +1) (xz +\/§x +1)(x2 -Xx +l)(x2 +x +l)
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Solutie

1. a) Functia f:R - R este derivabila pe R\{0} si f'(x)=+=,IxOR\{G} .

1
I’
Deoarece lim f '( ) = lim —= = —oo, dintr-o consecinta a teoremei lui Lagrange, rezulta f ( ) =—00,

x/0 x/0 \/_

Analog, f; (0) =00, Deci f nu este derivabila 1n 0.

b) Deoarece functia f este continua pe intervalul [k,k + 1] si derivabila pe intervalul (k,k + 1) , aplicdm teorema

lui Lagrange . Rezulta existenta unui punct ¢ D(k,kl- 1) astfel incat f (k +l) -f (k) =f'(c) =3

-

¢) Din b,4; —=b, =a, 4 —f(n +1) —(an —f(n)) =a,, —a, —(f(n +1) -f (n))rezulté
By ~by =~ cu O(n,n+ 1). Dar din ¢, O(n,n 1) rezultd

1 1 1
b b —<_<_‘
"+l e, " " Jn+1 %/a In

Prin urmareb, ,; —b, <0, asa incat sirul (bn )n>1 este strict descrescator.

1 1
2.a)jln(1+x)dx :Jx'ln(l +x)dx :xln(l +x) !

0 0

1

X
—| ——dx, apoi
jx+1 P

0

1 1 1
~[—*—dx=In2 —j(l —L)dx .
0 0x+1 x+1 e

1 2 2 i1
RezultéJ. f (x) dx = (— - +_j
0

xIn (1+x)

2 6 12)0 e 12 e’

F
b) Cum F (0) =0, aplicam regula lui 1"Hospital: lim =

=lim . Dar
VU I
. ( x) ' I-x+x T+ 7 3 1
lim Y lim 3 =lim =—.
x=0 5x*  x-0  20x x-020x° (1+x) 20°
' 2 1 x3
of (x) =l-x+x —1 N _IT Cum, pe ( 1,0) derivata f' este negativa, iar pe (0 OO)este pozitiva,
X X
rezulta ca 0 este punct de minim absolut, deci (x) ( )

2 3 1 2 3 1
Rezultd x ——— +— Zln(l +x) .din care se obtine _f PR Zjln(l +x)dx
2 3 0 2 3 0

1 2 3 1
DarI x—x—+x— x=i,decijln(1+x)dxsi.
0 2 3 12 0 12
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N

bt

cos75° —cos15° = 2sin45°sin30°, sin45° =

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutie

C(1+4)? :[(1+i)2}10 =(2i)"" =-1024.

f(f(x)):f(ijzx,(—10)+(—9) +... +( ) H +.. H0 0.

F(x)=rF(x)=x +1=x +1= x =x, = feste injectiva .

5!

21 31
5 [3m=4(m+1)-1| _

1= mOf 10,0} .

V32 +47

V2 V2
5 N

,sin30° 2%3 cos75° —cosl15” =—

Solutie

l.a) [A,A%]= A% - A® =0,

b d —b
1.b) Fie A:[“ d];AD:( ].ADF:ADM.

c -C a

1.c) [A,BC —CB]=ABC —ACB —BCA +CBA .Prin permutari circulare se obtin celelalte doua
relatii.Adunand se obtine egalitatea.

2.a) 0<a<1,0<b <1=ab0(0,1),(F a)(+ b7 (0.1)

2b) f(x)=

( )2 >0,[»> 0= f strict crescatoare , deci injectiva. f este continua deci
x+1

ArePD ., lim f (x)=0,1im f(x) =1=Im f =(0,1)= f surjectivé, deci bijectiva.
X — X — 00

Se verificd egalitatea.

2.¢) f(l):%;D)D O,f(y): x;f(y3): XoXxox= f(l) jy3:1:>y:l:>x:%
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Solutie
1. a) Prin inductie demonstram ca, pentru orice n [ N s [ (0)= 2”+1e2x, [(xOR .Intr-adevar
i (%) = £ (x) =2¢** Presupunem ca f, (x) =2"¢>* si rezultd ca £, (x) =2""e** . Pentru n =3rezulta

f(x) =8> 08 R

b) Deoarece lim f, (x) = lim 2"e** =0 rezulta ci axa Ox este asimptota orizontalad

X —00 X > —00

. x)_ . 2me™ .
spre +oo. Cum lim f, (x) = lim 2"¢** =cosi lim f"—() = lim =% = rezulti ci f,, nu are alte asimptote.

X - X - 00 X -0 X X — 00 X
_ a)+ fy(a)+..+ f,(a 202 +2%e% 4. +2" % ,
c) hmfl( ) fz( ) f”( ): m £ e+1 > ¢ , apoi
n-o fn+1(a) e 2" e
2024222 4 42?0 142427 4 2
lim = lim si
PRI 2n+162a P 2n
1+2+22 +. 4270 onp 1
lim = lim =lim|1—-— =1
n-co n nooo N N - on

2. a) Functia f este continua pe intervalul (0, 00) deoarece pe acest intervale f se obtine prin operatii cu functii
continue. Continuitatea in O:

2
lim £ (x)=lim x* In* x —(lim xlnx)z =| 1im ¥ —(lim(—x))z =0 =£(0)
x N0 N0 x/'0 x/0 l x/0 ‘
X

Deci feste continua si in 0.

Rezulta f continua pe [0,00) si prin urmare este integrabild pe[O,l]
b) Se aplica succesiv integrarea prin parti

1

1 f 2,2 X oot 2p £, 25 U2k,
[ £(x)dx = [ In* xdx ==—In” x| == [x*Inxdx =~—In*¢ ~=x'Inx| +=[xdx =
3 t 3 3 t 9
t t t t
3 1 3
= 24 2P me v 20 = 428 2+ =
3 t 3 9 27 27
2 2
t 2t 2 2
= (tInt)* +=—(tIns) —=£> +=.
3 9 27
; 2 I 2
Deoarece lim tInt =0rezultd lim x)dx =—, deci x)dx =—
N0 t\o!f( =2 Jof @ 27
1 1 21 1 2 < € 1 e .2 3 |€ el 2
¢) Deoarece f| — |=—In"—=—In"x, [ 1rezu1taf fl— dx=I (lnx) In“ xdx =In" x —2j. —In” xdx .
x) x X X =\ x 1 1 I x

Prin urmareﬁf(l]dx =1 —2fff(1jdx, de undej‘lef(ljdx=§.
X X X
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Solutie

1. log, 2008 —log, 251 -3 =10g2220—5018 —3=log,8-3=0

2 f(=2) = (=) () - =a? =L p (=) = £ (x). 08 R7 = functia f este
X

pard .
3. x20=x" >0=3-x" <3,£(0) =3= f(x)< £(0),0x0R, deci valoarea maximi este £ (0).

n(n—l)
4. 3H+ZT:83}1:2.

A, CB_1 B
"AB cA 3 Bc 2

£ ElcE ﬁ =2 % Ij;— =1= AA', BB' si CC'sunt concurente .

AB CA BC
2x+y-2=0 x =0 .
6. = ,ecuatiaeste y =2 .
x—y+2=0 y =2

Solutie
l.a) D, =3;D, =4
1.b) Se dezvolta determinantul dupa prima linie.
1.c) Se demonstreaza prin inductie , varianta 2. Verificare n =2,n =3.

Daca este adevdrata pentru 2<k<n-1,D, =2n —(n —1) =n +l.
2.a) Z,%x7Z, ={[O, OJ,[O,IJ,(LOJ,(],]J} .Se completeaza tabla operatiei de adunare .

2.b) (xy)2 :e,x2y2 =ee =e
2.0 x=x,080 G @b G=(ab) " =ab=b"a" =ba
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Solutie

) o , , , _ 1 , X
1.a) Succesiv rezultd f (x) =x —In (1 +x),f (x) =1 —m,f (x) Tre
b) Deoarece f '(x) >0, (] (0,00) rezultd ca f este strict crescatoare pe (0,00) .

Din x>0 si feste strict crescatoare pe (0,00) , rezultd f (x) >f (0) =0.

X
e

c) f(x) =x —ln(l +x) implicéf(x) =Ine* —ln(l +x) . Rezultéf(x) =In =

. Deci lim f(x) =
X

X 00

2 x+1 2 x+l _
2.a) F(x) =Itxdt =1 -2 -l
1 x+1{1 x+1

2 2

Rezulta (x+1) [+'dr =2** =1, de unde: 1+ (x +1) [r"dr =2, 0] R, deci 1+(x +1)F(x) =2, 08 R
1 1

x+1 2 x+1

rezultd lim |#'dx = lim
x+1 x--ly xo-1 x+1

.Utilizdm regula lui 1" Hospital se obtine ca:

2
b) Deoarece I tdt =
1

2X+1 _

lim = lim 2*"'In2. Dar
X—»‘l x+1 X—»‘l

2
lim 2" In2=1n2, deci lim j Fdx=In2.
1

x--1 X — 00
¢) Din teorema de existentd a primitivelor unei functii continue,
rezulta ca F este o primitiva a functiei f. Deci F' (x) =f (x) DJD—( ) ) .

2 -1} (xIn2+m2-1)2"" +]
x+1

Rezulta f(x) =[ (1)
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Varianta 72 - rezolvari mate MT1

inisterul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie

2008
1. (cosgﬂ'sinzj =cos 20(318 ﬂ+isin 2028 ”:> c0s50277+isin502 71=cos0 +isin0 =1.

O et :-(XS —ij,f(—x) = £ (x).xOR =
= fimpard .
3. xv=%D[l 4L F(1F 0.7 (4F 12= f([14])=[0.12) = A=[0.1] .

4. (5-4)""=1

4 1 1
Sm=——=o>m=—,y-2=—(x-1)= x+2y-5=0.
d - ) y 2( ) y
6. sin75° osls® = MO0 *sin60 i 90° = 1.sin60 B3 203
2 2 4
Solutie

la) A2 =3A;x = —é

1.b) B :LA

NG

1.c¢) Prin calcul direct

2.2) x =2x,; = -1 £i/2

2.)b) S, =x' +x5 +x3,0n20;5,=3,5, =0,5, =2,5; =18,5, =2
2.¢) Se scriu relatiile lui Viete, se obtine m =0

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 72 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
1. a) Ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei feste y =mx +n, unde:
2
+x+ . . 1
m = lim f(x) = limxz—x1 =1si n= lim (f(x) —mx) = lim — =0.
X0 X x-0 x“ 4 x X 00 x-o0ox+1
2 ' 2 '

(x +x+1) [ix +1) —(x +x +1) [ +1) :

b) f'(x)= 5 . Deoarece (x2 +x +1) =2x +1.
(x+1)
2
+
rezulta f'(x) =2 2)26 .
(x+1)

2 ,rezultd f"(x)<0,0x0Of oo,—1).
(x+1)’

¢) Cum f’ (x) =

Deoarece f' (x) <0, Ox D(— 0, —1) , functia f este concava pe intervalul (—oo —1)

2 [} o ()= [ Tin2sdte = [ Psin2sas =] T sin2y = SR BT
i 27
b) Cum |Sm(nx)|Sl,DxD[ﬂln},rezultéln = I |51n x < Ild
X x a ) %
2y
Dar I—dx In2.
m

¢) Utilizam schimbarea de variabila nx =t .
Atunci x = /rimplica ¢ =nsT six =2mimplicd ¢ =2n7T, iar ndx =dt .

: 2nit 2n T
Rezulta I, =I27THMCZ I |51nt| 1 j —|dt OnON".
x
nir  — nir
n
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Varianta 73 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
1. \5—12i\:m =13 [12+5] =V12% +5% =13,

2. f(1)=0,£(0)=0,(fofofof))=0.
3.2"=1>0 - P +7-20=0=10f 54 = x=2

5-12i) =[12 +5i] =0.

4. Numarul cazurilor posibile este : 2005:5+1=402 . Numarul cazurilor favorabile este

2005 81 _ 27
+1=81 . p=——= .
5 402 134
5. Directia bisectoarei este datd de u= AB +£ :ﬁ +£ :M .
AB AC ¢ b be
Deci AD =bcu= semidreapta [AD este bisectoarea unghiului OBAC.

NG

6. cos2a =2cos’a —l,coszazgz aD(g;ﬂ]3c03a=——.

Solutie
La) A, (11)

1b) y =2x

Le) X =ax, +by,,y, =cx; +dy;ix, =ax, +by, y, =cx, +dy,ixy =axy +bys,y; =cxy +dy,
Se utilizeazd proprietati ale determinantilor.
2.2) det(X + X") =bed ~bed =0

2b) b=c =d =0,a* =a =2 solutii

2.¢) det X =a® #0 pentru a =1.Cum b,c,d 07, sunt arbitrare, rezulta 8 solutii.
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Varianta 73 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

1.a) Deoarece lim g (x) = lim =0si lim f ( ) = lim arctgx =7ET rezulta lim ( f(x) g(x)) =

X - 0 x_.oo1+x X -0 X 00 X — 00

b) Ecuatia tangentei la graficul functiei g:R — R 1in punctul de abscisa 1 este y — h(l) = h'(l)(x —1) .

rezultéh'(l) % .Cum h( ) 2-n

Deoarece h' (x) =- rezultd cd ecuatia tangentei

(1+2)
este y —2%” = —%(x —1).

¢) Cum /' (x) <0,x0O (0, 00) , rezulta ca functia & este strict descrescatoare pe (0, 00) .
Din x >0 rezulta h(x) < h(O) =0, de unde concluzia f(x)> g(x),x(0,).

x x x x 2
2.9) £(x) =] fy(r)dr = [1dr =x. iar f,(x) ==jfl(z)dt=jtdz:%.
0 0 0 0

2
Decif, :R - R, f, (x) = % Prin urmare rezulta flz(x) =2f(x), xR

n

. . X .
b) Se demonstreaza prin inductie ca f, ( x) = Prin urmare :
n!

+1 +1) 2" +(n +1)! +1
F@+l_(n +)1x 1) ezt tim T O* 4y
fan () +2 X" 42(n 1) xow f 1 (X)+2

¢) Volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei g :[0,7] - [0, 1] este

vol( ) f x)dx I'IJ- x?sin? xdx . Apoi

T
i L x% cos 2xdx , lar
6 2

”J'(ijz sin? xdx = 5 J. (1 cos 2x)dx =

0 0
Vs T Vs
f x% cos 2xdx = —I sin 2x —I xsin2xdx .
0 0 0

Txsin2xdr =L [x(cos2x) dx =2 L [eos2ux =7 rezulta .7
Cum Ixsm _EIX(COS x) —E chos x—E,rezutavol(Cg)—?—T
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Varianta 74 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Solutie
Lz _-3-7i . _3+7i
. 1 2 'y 2 2 .
2. f(0)=-2m+220=>mO{ 1] .
3. 2=-x20,V2-x=R/x2=>x-220=> x=2.
. _ . (a+b)!
4. Ambii membri sunt egali cu
a'b!
5. M:Mz m=-5.
3-2 3-4
) . 3
6. cos2a=1-2sin"a = sma’=7.
Solutie

311
la) B=|1 3 1
113

1.b) se verifica

10
Le) Suma ceruta este 35

2a) x; =-Lx, =i,x3 =
2b) p(1)=0,p (1)=0=a=-2,b=0

2.c¢) Singurele radacini rationale ale polinomului p(x) =x*+ax’ +x +l sunt x=*1=a D{- 3,1}

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 74 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

. . 2+x - . 2+x - .. .
1.a) Deoarece lim f (x) = lim In = -0 si h}n f (x) =limIn = o0, rezulta ecuatiile asimptotelor:
X \—2 x/2

N2 2= x2 2-x
x = -2 (asimptota verticala la dreapta) si x =2 (asimptota verticala la stinga).

_ 2—x(2+x

b) Deoarece f' (x)

"4
= = rezultd f'(x)>0,x0Of 2,2), deci feste strict crescitoare pe
220 et e () >0.00F 2.2). decis 0

(-2.2).

1 . - 1 .1 .
¢) Notdm — =7y . Atunci y - Ocand x - o . Deci lim xf[—j= hm—f(y).Cum hmM=f'(O) =1,
X X - X quy y-0 y

1
rezultd lim xf (—j =1.
X -0 X
er 2 _ 64 —82

21 2

2 2 2 2
1 X
2.a) f(t) = tzj—zdx —ZIIe—dx +je2xdx. Rezulta f(t) = Ar*> =2Bt +C ,unde C = j.ezxdx =
X 1 X 1 1
b)Prin urmare:
B

2 2 2
AC-B 1 1
f(f) :A(f ——j +—C . Deoarece A =J.—d2 x =— , rezultd

A A | X 2

f(1)=A(r=2B) +2(AC -B?), de unde f(2B-1)=Ar* +2(AC -B*) =f (2B +), OO R
Prin urmaref(ZB—t) = Ar? +2(AC —Bz) =f(ZB +t), O R.

¢) Deoarece f(t)=Ar* =2Bt +C 20,0 R, rezulti 48> -4AC <0,

2
2 2 2
adicd B> < AC din care rezulté(je—dx] < [Jehde{J‘%dx} )
X X
1 1 1
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Varianta 75 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Solutie

1. x+2y=42x -y =3,x+2y=42x-y =33(x;y):(2;1).

2. m=1<0,m* =3m >0= m<0.
3. logy(x? =17) 23,62 =17 =4 = xOf 9;9}.
k
6-k -
4. Ty =Cl(2Vx) [ij :%—k=0:k=2:T3=2160 .
X
5. OA :4f—2;',5§ =2i +4}'35.7\|]‘?§ =0= ABC este triunghi dreptunghic ,
C este mijlocul lui [AB] = C(3,1),(m,n)=(3.1).

6. AC=+BC*-AB? =12,BM =\ AB> + AM?* = BM =+/61.

Solutie
1.a) AB=0,

2 _ — — 2
Lb) A®=3A,AB=BA=0;.B" =3B ¢ .0 - relatia.

Lo) OE R'= M, det(M,)#£0

este inversabila.Deci
2.a) Aplicam relatiile lui Vidte , D" x; =a,xx,5%, =1, Y xx,x =a

i i<j<k
2.b) Daca se divide , atunci p(l) = O,p(—l) =0=a =1= -1, contradictie.

. 1
2 senoteazd x+— =t , etc.

X

2.c¢) Polinomul este reciproc.Se imparte ecutia f (x) =0prin x

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 75 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

l.a) f'(x) = a(l +)c)a_1 -a.

Daca x<0 rezultd 1+ x <1, deci rezultd (1 + x)a_l <1, de unde a(l + x)a_l <q siin final f'(x) <0.
Dacid x>0 rezultd 1+ x >1, deci rezulta (1 + x)a_l >1,de undea(l + x)a_l >q siinfinal f’ (x) >0.
Rezulta f strict descrescatoare pe (—1,0) si strict crescatoare pe (0, 00) .

b) feste strict descrescatoare pe (—1,0) ,deci x<0=f (x) >f (0) =1.

feste strict crescatoare pe (0, 00) ,deci x>0= f (x) >f (0) =1.

Asadar f (x) >1, [k D(— 1, 00) \{0} , de unde rezulta cea ce trebuia demonstrat.

cf" (x) = a(a —1)(1 +x)0/_1 >0, Dfo 1,00). Rezulta f convexa pe[0,00) .Prin urmare

+ + (b
f[a 5 bj < f (a) 5 f( ) ,Oa, bl [0,00). Pentru a =2x sib =2y rezultd inegalitatea din enunt.

=ln2.

1 1
2.a) Iéf(X)dx = gﬁdx =_(|;[1 —Ljdx :(x -In (1 +x)) z)

1+x

b) Deoarece

1, x0[L2)

2, x0(2,3
[+] = 3: jm[[3,’4; rezulta Iffz(x)[x]dx=Ilzf2(x)dx+2j§f2(x)dx +3j:f2(x)dx.

4, x=4

) 2
Prin urmare este suficient sa calculam Ib f 2(x)dx=jb(1 —L] dx =jb 1—L . dx
a a 1+x a 1+x (1+x)2
2

Dar j” -2 ! = | dx =(x —2In(1 +x) —ij =b -2In(1 +) LI

a 1+x (1+x) 1+x)|a 1+b

1 I+a b-a
—a+2In(1 =b —a +21 .
a+ n( +a)+1+a b —-a + n1+b (]+a)(]+b)

n n

¢) Deoarece If(x)dx = 1%dt =(x —In (1 +x))
0 o' ¥

n_ I __ o
O—In(l +n) n si f(k)—l 1 rezulta

=3 £ (k) - - 51 by PO O I S B
an—;f(k) n+ln(1+n) —ln(l +n) kZ:;k_'_l.Prlnurmarean 1 [1+2+3 +... +n+1 ln(n +1)j

0<a, <1,0n=1, deci sirul (an )I121 este marginit
Sirul (an )nzl este crescator. Fiind crescator si marginit este convergent.

Observatie. Sirul are limital — yunde y=0,57721... este constanta lui Euler.
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare

1. Avem v3-2+2 =2 -10{a+ b\2|a,B) Z}, pentru a=-10Z si b=10Z.
2. x12 +x§ =(x1 +x2)2 —2x1%, =3% -2 =7 [I\.
1
ek
4. Cy, =Ch, +C5L =203, .
5. u+v=3i +3], deci \12 +§\ =3.2.

3.

6. Avem cosa = —%, deci tgg -_sha

2 1+cosa_ '

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1.a) Se dezvolta determinantul; se obtine det A =1+a” +b? +c>.
b) A-A” =det AT, = det Adet(A") = (det A)’ = det A-det (") = (det a)’.
Cum det A% 0=>det(4") = (det A)’.

a’> ab ac

¢)Avem A—1I3=|ba b* bc | sise observi ci orice minor de ordin 2 al matricei A este nul. Ca urmare,
ca cb

rangul matricei A — /5 este cel mult 1.
2.a) Daca f (x) =f (y) Sax=ay=a ' (ax) =qa’! (ay) = x =y, adica f este injectiva.
Pentru orice yOG , considerand x = a’! yUG , rezulta f (x) =y, deci f este surjectiva.
b) (£, o f,)(x)=af, (x) =a(bx) =(ab)x = £, (x). OxOG.
¢) Compunerea functiilor este asociativa. Elementul neutru este 1; = f, OF (G), unde e este elementul

neutru din G. Daci a”! este simetricul lui a 0G, atunci fa_, este simetricul elementului f, OF (G)

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 76 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
l.a lim f(x) =1

y=1 asimptota orizontala spre + oo
2z +1 2¢ —1
b f(e) = —= -—
Wil tr+l W' —z+1
f(z)=0, f(0)>0 = f(x)>0,VxeR
f strict crescatoare pe R

n

c if(k):Z(\/k’(k—i—l)—i—l—\/k(k—l)—irl):\/n?+n+1—1
k=1

k=1

n _

. 1[712 +n+1-1 lim (\/n,2+n+1fnfl) L
lim = en—e =e 2
n—0o0 n

1 pl 2 1 2 21_1

2. L =—=| (2oN1—2°de = ——(1—2"|V1— ==

a 1 2f0( ) - dz 3( T ) 7 |y 3
b I, =limJ,,, unde J, = j;)axn(\ll—$2)da:

a—1
a<l

ax7L_3;"+2 L 7 a . 5
J(w:fo ﬁ:fo "MWl —z )dx—fo " (Y1 —2%)dx

=a""1-a> —a" W1-a® —(n+ DJgpi1 + (0 —=1)Jg, 9
Trecand la limita obtinem relatia dorita

c 0<z"V1—2% < 2", Va €0;1]

1 1
0<I < "dx =
o n_f(Jx ! n+1
= lim [, =0
n—oo
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare
1. 24,+52=8 = aq =-1.
0-1-2-...-9 =+45.
2% =8, deci x=3.
24-6-6 =12.

Nk

GM = éR‘ de unde cerinta.

3
7

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1. a) Prin calcul direct rezultadet A = 3(1 - mz) .
b) Daca mOR\{ 1,1} rezultd det A #0, deci rang(A)=3.
Pentru m =1 sau m = -1, exista cel putin un minor de ordin doi nenul in A, deci rang(A) =2.
¢) Daca mOR \{- 1,1} , sistemul este compatibil determinat.
-1 -1]1

1
Pentru m=1=A=[1 1 1|0 |,careare rangul 2, egal cu rangul lui A, deci sistemul este
1

3 31]-1
compatibil (nedeterminat).
1 -1 1]1
Pentru m=-1=>A=|-1 1 ~-1|2 |,careare rangul 3, si cum rang A =2, rezultd sistemul este
-1 3 3]|-1
incompatibil.

2. a) Se verifica prin calcul direct ca x Uy G,[1 My G,, adica operatia ,,[I” este corect definitd pe G,.

Folosind definitia se verifica si asociativitatea si comutativitatea operatiei. Elementul neutru este e = 3

iar simetricul oricarui element x[0G, este x'= 99(); __126) =2 +9 (xl—Z) [I(29° )= G,.

b) Se aratd ca @ este bijectiva si ca ¢(x Dy)= @ (x)¢ (y),D LM G,.

¢) Daca x,yl][aczo ) si =2, atunci xUy= 3(x— 2)(y— 2)+ 6(0’— 2)+ a 2aq,deci G, este parte
stabild a lui R in raport cu operatia ,,[T".

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 77 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
e —1

l.a) f(x)= daca x#0 si f(0)=a; f()=e-1, f (1) =1 deci

y = Xx +e —2 este ecuatia tangentei

b) lin(}f (x) =1,deci f este continuain x =0 daca si numai daca f (0) =a=1

¢) Evident f este derivabila pe R\ {0} si

. flx)=f0)_.. e =x-1_. €e'-1_1_,
hmf( ) f( ):hme f =lim =—=f (O)
x-0 X x-0 X x-0 2x 2
2.a cu tgzztramane de calculat %dt
2 tt+2
si se obtine Lcw“ct L
N RN
x
1 tg,
F(x) = —arctg—=+c
=g 5
b Flle)=—1
3+ cosx
cosz € [—1;1] = F'(z) >0
F strict crescatoare
1 1
[ — < f(x) <= Vx €|0;m
1< f@) <3 vxelom)
x x x
— t)dt < —
4<<j;f() 2
L<if%f(t)dt <L x>0 = limita este egala cu 0
4z 2% Jo = 22 &
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare
1. 7-7=0.

2. x0O (l , lj.
2
3. f= x(log3 2 —1) este functie de grad 1, deci este injectiva.

4. ¢} -8=20.

5. BP=2BD =~ (BA+BC).
3 3

tga+tgh

, de unde cerinta.
1-tgaligh

6. 1=tg %thg(a+b) =

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
I < .. . o= s . . [ .
1. a) Din primele doud ecuatii rezultd ca daca (xo, yO,O,O) este solutie, atunci x, =0, yy = 3’ Din a treia

ecuatie rezulta p =2

3
b) Matricea sistemului, notatd A, contine minorul o =21#0,deci rangA22, Om, k] R.

¢) Daca rang A =2, orice minor de ordin 3 al matricei A este nul. Se obtine astfel m =2, n = —12. Alegand

minorul principal =21#0, din teorema Rouché rezultd p = 2.

2. a) Se verifica prin calcul direct asociativitatea si comutativitatea. Elementul neutru este (1,0) iar

. . . 1
simetricul unui element (q,k) este elementul (,—k] 0aG.
q

b) (1L1)O(L2)0.0 (L10g (14 2 .+ 10F (155).
C)mif((%akl)*(‘b,kz))=‘111122k'+k2 =f(a:k)-f (92-k2).0(a1:k ) (2. k20 G

f injectiva: Fie (q,,kl),(qz,kz)EIG, q = siq, =ﬂ, my,ny,my,ny UZ impare astfel incat
m m

f (‘11 ,kl) =f (qz,kz) . Dacd k| # k, , frd a restrange generalitatea, putem presupune k; <k,. Atunci, din
¢2" = 452" rezultd myny =2%27" myn, , contradictie, deoarece membrul stang este impar, iar membrul

drept este par. Ca urmare, k; =k, , de unde q; =q,.

o . S m . . . Aoa
f surjectiva: pentru orice numadr rational r =—, m,n OZE, exista my,n; OZ impare si a,bUN astfel incat
n

m=2"m si n=2"n. Notind g ="" k =a -b, renultd f(q.k)=

m
m n
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Varianta 78 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
T—00 T
l=—=2n=lim(f(z)—2)=0

y=Xx asimptota oblica spre oo

b ) — x+1
: @ Yo —1)(z +27

fnu e derivabila pentru x € {1, -2}

9 _
c) lim w nedeterminarea —
T—00 Xr — 0
2 z+1
1+ P@ Y@ - 1)@+ 22
[ = lim T
T—00
2
T
[=-2

2.2) I = f1 (2 —1)2 - 2)dz

3
1
I=c
3 51
b) Cu schimbarea x=2-Y obtinem I, = f21 (Z — 23" dz
2

1 !
1 1 ry 1 "
—— 2 2= — 22
I,L—4In_1—|—2nf_;$[[4 x ] ]dx

de unde rezulta relatia ceruta

0 OS(m—l)(Q—x)gi, Vx € [1:2]
2 1 n 1
< < — = —
0=l fl [4] 4n
lim I, =
n—oo
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
1. 2 <log,3 < 2V2 <3, Avem 22 <213 =242 <3, de unde cerinta.
2. 1si3.
3. x=0; x=1.
4. Cl+CZ+Ce =41
5. 2.

2
6. cos’x= 12 =l.

I+tgx 7

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1.a) Sistemul are solutie unica daca determinatul matricei A a sistemului este nenul. Cum

det A =m?* —6m +5, sistemul are solutie unicd pentru mOR \{1,5} .
b) Pentru mOR \{ 1, 5} sistemul este compatibil determinat
Pentru m =1, rang A = rangZ =2, adica sistemul este compatibil nedeterminat

Pentru m =5 rezultd rang A =2si rangZ =3, deci sistemul este incompatibil
¢) Pentru m =1se obtine solutia x =1-a, y =a, z =0, unde & OR. Inlocuind in relatia

2xg = yg +3z5 =14, rezulta a Of 2,6}. Solutiile cautate sunt (3,-2,0) si (-5.6,0).

2o 203 (2,315
3 4 3 4 12

b) Comutativitatea este imediatd. Asociativitatea: folosind relatia {x+n} ={x}, O R,# 7Z,rezulta:
(x0y)0= {83 F {{+ o} F {x »r [» ok = {4
20O0F {# 0 F {+{» }F {# » = [ = {= 4.

Elementul neutru este e =0, simetricul lui O este 0, iar simetricul oricarui element x D(O,l) este 1—x.

¢) Ecuatia se poate scrie sub forma {3)(} = % Cum 0<3x <3, rezulta 3x[J {%,%,%}: o {é,%%} .
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Varianta 79 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
1.a)
fl(z) = 33 +2, £(0)=2, £'(0)=5
y-2=5x
b) f/(x)>0 = f strict crescatoare = f injectiva
lim f(z) =00, lim = —oo, f continua = f surjectiva
T— 00 T——00
f bijectiva = f inversabila
- - S1=e™ .
c) Suma este egala cu — e e+ +e =7 —- avand limita —
e -1 I-e e -1
1
2.a) a, = J sin 77xdx
0
_2
a, =—
T
a’L
aT[
b) sintr <1=a,, = fsin mtdt < fo 1dt = a,,
0
a”l
ay = [ f(@)dt >0
(a,)p>0 descrescator si marginit inferior = (a,,),>, convergent
c) (@, )n>0 convergent in x= lim a,

n—oo

X
si obtinem, prin trecere la limita, x= fo sin wtdt

g:R — R, g(x)=x- fo " sinztdt, g(0)=0

g'(z) =1—sinmz > 0 = 2 = 0 solutie unica

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare

1. Al patrulea factor este 0, deci produsul este 0.
. f (g (x)) =l-g (x) =2x +2 este descrescatoare.

2
3. xOf 11].
4
5

. A2=5[3@13=60.
. x=2y-6=0.

- . 1 . 1 .
6. Ridicam la patrat sinx —cosx =— = 1-sin 2x :Z = sin 2x = %

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1.a) m(o)=4.
b) Prin calcul direct rezulta o= e,deci A :{e,a, 0’2,0'2,03, 0’4}. A are 5 elemente.
c)m(a) =4= 5(0') =+l= E(a'") = (+l)” =+1, pentru orice n N,
2.a) Trebuie demonstrat ca f (x —T) = f(x), OxOR
Pentru orice xOR avem f (x —T) =f ((x —T) +T) =f (x) = -TUOH.

T,0H T H
b)Fie 7.7, OH = f (x+(5; +15)) = £ ((x +1) +T5) "= f(x +1) = f(x).deci T +7, OH.
Daca TUH, atunci =T OH , deci H este subgrup al lui (R,+).
¢)QOH deoarece pentru orice TOQ rezultd x+7 0Q daca x0OQ si x+7 OR\Q dacd xOR\Q,deci
f(x+T)=7(x), 00 R.
Daca T OH, atunci presupunand 7 OR\Q, rezultd x, =1-7 OR\Q si O:f(xo) ¢f(x0 +T) =1,
contradictie; asadar 7T 0Q,deci H 0 Q.
in concluzie, H = Q.
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Varianta 80 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
T

Va? +1
f'(z) >0, x>0, f'(x)<0 pentru x<0

f strict descrescatoare pe (-00;0] si strict crescatoare pe [0;00)

b) Va2 +1f(z) =«

AR GRATAURS

(a:2 + 1)f"(x) + zf'(z) = Vo2 +1

c) mzlim@:—l

r—oo I

l.a) ()=

n= lim (flx)+2)=0

y = —x asimptota oblica spre -oo
1 1 1
2.a L =| —dz= 1-— dx
) ! 0rx+1 fO ( a:—i—l)
= (z—In(z+1)) |y
=1-—1In2
!
1 petl 1 "
b) [n:f;x$n+1d$:j;$<ln<x —|—1))d:c

1
=In2— In(z" +1)d
n fon(a: —i—)x
c) In(1+1¢)<t Vt>0
1

OSJ;IIn(l—i—a:”)dx<f01x”dm: p—

1
deci lim f In(1+ 2"}z =0, de unde lim I, =In2
n—oo 0

n—oo

1
deci lim [ ‘(142"}z =0, de unde lim I, =In2
n—oov 0

n—oQ
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
ezolvare
. 8.

. 1=(x1 +)c2)2 —4xxy =4 —4m = m=%

215,

R
1
2
3. x=0.
4
5. a=-3.
6

. sin 2a +sin 2b =2sin(a +b)cos(a —b) =2sin7—21cos(a —b) =2c0s(a —b),

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1.a) Folosind regula lui Sarrus sau proprietatile determinatilor, rezultd det A =m + 1
b) Se verifica pe rand cele 3 ecuatii ale sistemului.

¢) Dacd m =6, atunci sistemul admite solutiile (6+21aa'§) unde aUZ,.
2.a) f(1+i)=4i -2 +ai +a +b =a +b -2 H4 +a)i 0, deci a=—4,b =6.
b) £(1-v2) =10 =742 +a -aV2 +b =10 +a + 7 +a)\2 2, deci a=-7,b=3.

¢) Fie x; radacina tripla; atunci f (xo) = f'(xo) =f" (xo) =0. Obtinem x; = —%, a=
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Varianta 81 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
1.a) Formula
f)=0 fw=cst5— ==
x e
1
y=—(x-D
e
~1£+/5
b) f'(x)=0 X, = 5
X = -1 ;\/g punct de maxim local
-1+
X = ! > \/g punct de minim local
c) m =hmf () =
X

1 L
n =lim(f(x) —x) =limx(e * —=1) —e * =2

y=x-2 asimptota oblica spre + o

200 [ =]+l

:%Ll(ﬂ +1ye? +1di

=%(t2 +INE +1]= 2\/3_1
b) £, () =x"vJx* +1 Ox [0, +00)
f,' ()20 Ox=0
f, strict crescatoare [lx [J[0,+0)
0) L=lim f,(x) =lim [ 1"V’ +1dx 2 [ t"dx = oo

n 2
00 .ox"xT+1 1
Cazul — si aplicand L’Hopital, obtinem L = lim L=
00 ¥ (p+2)x" n+?2
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare

=

. (1 + i)4 =(2i)2 = -4, deci este radacind a ecuatiei 2 +4=0.
2. xy =2,yy =5, deci x+y =T7.
f (1),f (2),f (3) sunt distincte, deci sunt 4,5,6 -- eventual permutate. Suma este 4+5+6 =15.

ol

4. M are 90 de elemente, cifre impare sunt 5, iar numere cu cifre impare 25. Probabilitatea e £ = %

5. AB=i+2j, AC =-2i +4j = AB[AC =6.

6. sin3a=3sina—4sin’a =%,

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1.a) Cu regula lui Sarrus sau prin aplicarea proprietatilor determinatilor rezultadet A =0.

b) Cum det A =0, sistemul admite solutii nenule.

¢) Scdzand prima ecuatie a sistemului din a doua, rezultd (b - a)( Yo~ Zo) =0, deci y, = z . Rangul matricei

sistemului este egal cu 2; z este necunoscuta secundard, z =A, A OR. Obtinem y=A, x = —(a +b +c)/l .

Cum (1,1,1) solutie implicd a +b +c¢ = -1, solutiile sistemului sunt (/],/] A )/l OR.

iy o[ mmmwyi(ay +aw)
TR gy v on)  an -

2.a) Notand A, , = ( .
’ y x

]. in plus,

2 2 _ (2, 2\[2,2
(x5 = yi32)” + (02 +x231) _(xl + )(Xz +y2) 20= A, A, ., G

b) Comutativitatea este consecintd a punctului a), iar asociativitatea este proprietate generald a Tnmultirii din

'

. - . X
M 2((C) - Elementul neutru este matricea A =1I,, iar inversa matricei A, , este A, = [ , ,],
X ) . iy«

¢) Evident ¢ este functie bijectiva.

. . [ | b _ .
¢ morfism: ¢(x1 +’y1)'¢ (XZ +ly2) _[iyl X 1]{’3’2 xzj _Axl»)’l 'AXz,,Vz _Axlxz‘)'l)’z»xlh oy Concluzia

rezultd din faptul ca (x1 +iy1)-(x2 +iy2) =XX) ~Y|Va +i(x1y2 +x2y1) .
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Varianta 82 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
l.a) a; > ag
Presupunem ca Qg1 > @ = A > Qg
(an)n21 crescator
b) a4y <2, @ <2= @ppy <2
<an)n,21 marginit superior

(an )7121 convergent

o l:hml—cozsﬂx :i
=0 x 2

us

2.a) f [g] = j; 4 (tg>t + tgt)dt

= fo g((tgt)/ + tgt — 1)dt

1T
4 2
b) Flz) = (smx—i—czs@smx} Vxe[o;z]
cos” 2

f'(z) > 0= f crescatoare
©) a >0, cazul%

Aplicand 'Hopital, 1= lim 1%+ COS;U) Sin

N0 2x cos” x
=1L
2
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare

1. V2<33 = 8<9; /3 <2 =log, 4 <log, 5.
2. A=9—4m$0:>m2%.

3. iiarccosl +kmr= il—T +k T kOZ.
2 2 6
< .- 7 _1
4. Sunt 7 patrate. Probabilitatea este — =—.
49 7
5. ul=0 < 2m-12=0 = m=6.
6. P=tgl° [Mg2° [g3° 0. Mg89° =(tgl° Mg89°) [tg2° [Hg88°) [1. [(tg44° [g46°) Mg45° =1.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1.a) Notand cu A matricea sistemului, rezulti det A = m> (m —l)A Sistemul admite solutie unica daca si
numai dacd det A # 0, adica m OR\{0,1}.

1 -1 1 1 -1 1

b) Daci m=0rezulti A=|1 -1 1|, A=[1 -1 1

2 2 2 2 2 2

1 -1 1 1 -1 1 1

Pentru m=lrezultai A=|1 -1 2|, A=[1 -1 2 2|, rang A=2si rangZ =3.

2 -2 4 2 -2 43

1
2|, rangA=1si rangz =2.
3

¢) Fie (xo, Yoo zo) OR? o solutie a sistemului; atunci m OR \{0,1} . Scédzand a doua ecuatie a sistemului din a
treia, rezultd cd xg — y, +(m +1)zo =1. Din prima ecuatie, conduce la mz, =0deci z; =0. Rezultd

Xo — Yo =1, deci x, —y, +2008z, =1.

2a) 1 ={0.13.4)

b) Din tabla adunarii elementelor din H, rezulta ca daca x, yJH astfel incat x+y =0 atunci x = y= 0.

c) Se verifica relatia A-BOG pentru orice A,BOG . Asociativitatea este proprietate generald a inmultirii

. 1 0 -b A N
din M,(Z,). Elementul neutru este I, = [A A], iar daca A :(Z J 0G, conditia a # 0 sau b #0
0 a

-b

a

~ a _ c —-d -
este echivalentd cu det A #0. Inversa matricei A :( ] OG este A = (d ] cuc= (det A) l-a,

d =(detA)™"(-b).
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Varianta 83 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
K cos’
™ . Py X . . .
1a). Cu x=— — y obtinem I:f2 — de =J lim f (x) = +o00 deci dreapta de ecuatie x = 1 este
2 0 sin” x4 cos” z x-1
asimptota verticala la graficul functiei
) T
b) m = lim M =1
rT—o0 T
. z+1
n= lim z Tl 11=1
T—00 z—1

= x + 1 asimptota oblica spre +o0

o f(z) = (x_l)z\/m, x € (-00;-1) U (1;00)
z—1
2
fl(z) = —x——:v—i—l, x € (-1;1), f derivabila pe R\{1;-1}
($ _ 1)2 fl' +1
z—1
b
2a) f(cosa: +sinz)dr =2
0
b) Fl(z) = fi(z)
F"(x) = 4sin z cos 2(cos® z — sin® ) f2(z)
2

Ul 4
Py COS T

T
c) Cux=——yobtinemI=|2—————dz =J
2 Y 0 sin4x+cos4x
I+7==1
2
[—j="
4
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Varianta 84 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare

1. Avem 3(z +2) OR,0z0OR, deci z=37+37 —(22 +32) OR.

2. f(x) = —%xz —%x +4.

3. Ecuatia f( ) y, yD(l 3) _)1) D(0,00) are solutie unica.

3
y
4. n=8.

5. AC+DB :(E +R“) +(R +ﬁ3) =AB +DC =0.

6. cosa= cos(b + 7‘[) =-—cos a, deci cosaldoshb= —cos?a<0.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1.a) Se inlocuiesc x, =2, y, =2, z, =1 1n ecuatiile sistemului si se obtine m=3si n=2.

b) Sistemul admite solutie unicd daca determinantul matricei sistemului este nenul. Cum detA =3 -n,
rezulta nOR\{3}.

¢) Daca nOR \{3} , sistemul este compatibil determinat. Dar sistemul este compatibil nedeterminat; ca

urmare, n = 3. Rangul matricei sistemului este 2 si deoarece sistemul este compatibil, rangul matricei extinse
trebuie sa fie 2. Obtinemm =1.

2. a) Fiecare matrice din G este determinata de o pereche (a ( b) OZx Zs, deci G are 9 elemente.

1 a b\l ¢ d 1 a+c b+d
b) inmultirea este corect definiti pe G: 01 0[{0 1 0|=|0 1 0 |0G
00 1/l001)(0 0 1
Inmultirea matricelor este asociativa peM Z , deci si pe G. Elementul neutru este /5, iar inversa matricei

1 ab i -b
A=|0 1 6DGesteA‘1:6 1 0|
0 0 1 0 0 1
1 ab 1 a+a b+ 1 a+a+a b+b+b) (1 0 0
c)DacaX—6 1 6,X2:6 1 f) siX3:6 1 0 =[0 1 (A):I;
00 1 0 0 1 0 0 1 00 1
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Varianta 84 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

1.a) fly=2 (;2_ 2

f strict descrescatoare pe (—,0) si strict crescatoare pe (0,00)

b) lxlfg f(x)=o lxlrg fix) =00 nu avem asimptota spre + 00
lxifg f(x)=0 y=0 asimptota orizontala spre — oo
EII(} f(x) =+ &ifrol f(x)=-00  x=0 asimptota verticala
x>0 %<0

c) f(n+1)—f(n):ec(c—2_1), cU(n,n+l)
n’e"(n—1)

it 1) <n*(f(n+1) = f(n)<e™n’

limn? (f (n) = f (n +1) = —oo
22  f()= Lle (1% =3t +2)dr
L=-5f()>[edr =1 1o
0 e
b) f'(x) =e™*(x* -3x+2)

Tabelul de variatie
x=1 punct de maxim local si x=2 punct de minim local

¢) L=limM:(9) -
x=0 X 0
g £~ ()
x=0 2x
L=-5
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare

1. Fie z=a+bi, a,b OR. Avem i(z~z)=i(a +bi —a +bi) =2b [R.

2. A=(m-1)* =0=m=1.
3. x=3este unica solutie.
4

. C;‘ ¢ .k =1,2,..6 se divid cu 2 si 7, deci cu 14; iar primul si ultimul termen nu. Sunt 6 termeni.

5. A‘EDTE:ABDac&osAzzmﬁiosgzz.

6. sin 2a —sin 2b =2sin(a —b)cos(a +b) =2sin(a —b)cos% =0.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1.a) detA=-5m
b) Sistemul admite solutii nenule dacé determinantul matricei sistemului este nul, deci m =0
¢) Pentru m =0 sistemul are solutii nebanale: x=A, y =34, z =51, unde A0R. fnlocuind, rezulta

2 2 2
20 +y0 +X0 :7

G-y 3
2.a) f(i)=b-5+i(a+4) =0, deunde a =4, b =5.

2
4 4 4 4
2 2 2 2
b) (xl - 1) + (x2 —1) +(x3 —1) +(x4 —l) =Z x,% —22 x, +4 {Z X ] —22 XX —22 x, #
k=1 k=1 k=l k#j k=l
¢) Daca polinomul are toate radacinile reale, tinand cont de relatia obtinutd la punctul anterior, rezultd

(xl —1)2 =(x2 —1)2 =(x3 —1)2 =(x4 —1)2 =0, deci x; =x, =x3 =x4 =1. Obtinem a =—4, b =1.
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Varianta 85 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
l.a) lim f(z) =1, y=1 asimptota orizontala spre +oo
r—00
lim f(z) =1, y=1 asimptota orizontala spre -co
T——00

lim f(z) =0, lim f(z) =400 x=0 asimptota verticala
z,/0 z\,0
b)
1
. e* (2x+1) . ) )
f (x) = ———= ,deci x=-0,5 este punct de inflexiune
X
Lot L —
¢) lim z2(e?*! —e7) = lim e*2®|e “"FD —1
T—00 T—00
1
1 2 7L(ZL‘+1)
= lim e® T ° T L =—-1
T—00 l‘(.’l] + 1) —
z(z+1)

2.a) I = j; 1tg%zdy

_ [a 2 _ |4
L (14 tg"z)dx f ldzx
™ ﬂ
=tgz |} —zlt=1- r
9z |y 0 4
b) z €|0; ﬂ = tgr € [0;1] tg™z > tg*" Vx> 1, <1,
I, >0
1)~ marginit inferior = (I,,) convergent
n/n>1 g n g
™ ™
c) I, = 1;4 tg" 2 zdz :fo4 tg"a(tg’s +1) — tgna:]dx
ngnJrlw m 1
i ¢ —Ln sThsa + 1, =il

Dacal, = 1=201=0=1=0
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Varianta 86 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
1. Prin calcul obtinem _%
2,32 +b)?
2. Avem @ +b :(a ) -2 22.
ab ab 2

3. {%T+krr|k DZ}.
4. Sunt 4 elemente 1n A si 3 multiplii de 7.

5. AB+AC +AD =2AC, deci modulul este 2AC =6+/5.
6.

cosl® +cos2’ +cos3° +... +cos179° =(cosl° +cosl79°) +(cos2° +cosl78°) +.. +(cos89o +cos91°) 40s90° )

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1.a) Determinantul matricei sistemului este A = ab(b —a)(a —1)(b —1).
b) Sistemul este compatibil determinat daca A #0. Rezulta a,b OR\{0,1}, & .
¢) Evidentrang A < rang A

Coloana termenilor liberi este aceeasi cu a treia coloana a matricei sistemului, deci orice minor al matricei
extinse este si minor al matricei sistemului. Ca urmare, rang A < rang A, deci rang A =rang A, adica sistemul
este compatibil.

A N2 A
2.a) f2= (ZX +1) =1, polinom care are gradul 0.

b) Cum f-f :i, f este element inversabil al inelului (Z4[X] ,+,[)] si f_1 =f.

a>=0
¢ Fie g0Z,[X], g =ax+b, a#0,astfel incit g =1.. Rezulti |2ab=0. Obtinem b=1 sau b=3 si
p? =1

a=2. Obtinem doua polinoame cu proprietatea cerutd in enunt: g, = 2X +1si & = 2X +3.
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Varianta 86 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
/ 6> /
l.a) (@) = ——= f(0)=0, f(0)=-1y+1=0
(=" +1)
b) lim f(xz) =1, y=1 asimptota orizontala spre +oo

T—00

lim f(z) =1 y=1 asimptota orizontala spre -co

T——00
lim f(z)=—o00, lim f(z)= 400, x=-1 asimptota verticala
¢,/ 1 N1
o k-1 (k—1)(k(k+1)+1)
B4l (k+1)(k(k—1)+1)
3 n’4+n+1
—f2)f3)...f(n) = —F——
M) f) =
2 n’
. In"+n+1
lim | —5——| =e
n—oo|l N-+n
™ ™ ™
P 5 1—cos2x z sin2z) 5
2. I, = [ 2sinede I, = [ 222200 — |2 = 2
a) 9 Lsmxz 9 J; 5 T [2 1 ]\0
™
[2 = Z
m T T
b) I, = fo2 sin”" ! z(—cosz) dr = —sin" ' wcosz |2 +(n —1) 02 sin" 2 z cos® zdx

=(n—1) fo 2 sin" 2 (1 — cos® z)dz = (n — )], 5 —(n —1)I,

de unde rezulta relatia

T

c) sinx < x,[02 0,deunde avem 0< o
3(n+1)

d
3

sin” xdx < J.x"dx =
0

O ey | Y

deci limita cautata este 0.
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Varianta 87 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
_3 _
Lorze2 =28 210
1-z 1-z
2. x0f 37 27 1,0,1,2).
3. Observimca Of] (2,00), a0 (k ). /3 1 astfelca f(x)=y.
4. Avem 4 numere divizibile cu 24, anume 24, 48, 72, 96.
a_a+l
5. —= =>a=—.
3 5 2
6. Semiperimetrul §i aria sunt p = E, S = 15:1/3 =>r= 5 :73.
p

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
1.a) Calcul direct
10 9 9
b) A*=0A= L +A = 9 10 9 |=det(l+47) =28
9 9 10
4 a a ath te ay+by tey ay thy tey

c)Fie B=|b by, by |= AB=|a +b +c a, tb, +c, a3 +by +c3
a ¢ G aptbytep ay by +ey  ay +by +o
a taytay aptap taz ap ta; taz
BA=| b +b, +b; b +b, +b; b +b, +b; |. Egaland elementele aflate pe pozitii corespondente,
) +C2 +C3 (4] +C2 +C3 ) +C2 +C3
obtinem concluzia.
2.2) 1+2+...+20 =(i +2A0) +(§ +1A9) +.. +(ﬁ) ﬂAl) 0.
b) iR20.20= é-?-(i.i.i-é.é-é....-i)) =0.
1 1 . . . . .
©)21=37= ¢(21) = 21(1 _Ej(l —;J =12, deci numirul elementelor inversabile ale inelului Z,, este 12.

Numadrul elementelor neinversabile din Z,, este 21-12=9.
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Varianta 87 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
l.a) f'(@)=a"Ina—az®"
f')=a(na—1)
b) f(a)=a"(lna—1)

fla)=0
y=a"(lna—1)(z—a)
c) f(z) > 0= f(a)
= conform Fermat(f derivabila), f'(a)=0 = a=e
g(x)=e* —z° >0, Vx>0

e
2. I, = In zd
a) 1 f1 nzdz
e
=zlnz|[ —| 1d
zlnz | fl x
=e—e+1=1
_ (¢ r.n _ no e __ € n—1
b) In—f;xln zdex =zIn" z || nf;ln x
=e—nl,_;
c) Inze0l=1,,<I,
I, >0

(1,,)n>1 descrescator si marginit = (I,,),>; convergent
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Varianta 88 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
1. i-i=0.
2. [-19].

! T . 1 e o
3. arcsin 3 +arccosx = 7 =arcsinx +arccosx=> x = > care verifica.

|
4. Probabilitatea este 5— Zﬁ.
5 625
5. G(0,2).
a_ sina _1

6. Avemcosa=E sitg—= =—.
5 2 l+cosa 2

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

. a b , [a a ; 2a b +a,
1.a) Fie A= = A = =A+A = =
a, by b b b +a, 2b,

Tr(A+A")=2(a +b,) =2Tr(4)

2,32

ai +b aa, +bb

byaa =| 477 142 THb,

way +bby a3 +b

Tr(AA') al +a2 +bl +b2 =0 daca si numai dacd a, =a, =b, =b, =0= A =0,.

¢) Suma elementelor matricei A[A" este alz +b,2 +a§ +b22 +2a,a, +2b,b, Z(a, +a, )2 +(bl +b, )2.

a

b by

_latra a
btb, b

S=0=aq, +a, =b +b, =0, de unde obtinem ca detA = =0

2_(7 0 : 42
2.a) A" = 0 7 =71,,deci A“UK (pentruc 7,5~ 0)
b) Fie X =al, +bA,Y =cl, +dA; atunci XY =(ac +7bd)I, +(ad +bc)A=> XY 0K
¢)Fie X =al, +bA,Y =cl, +dA, X # O, , astfel incat XY =1,. Vom demonstra ca det X =a® -7b* #0.
2
Presupunénd contrariul, ar rezulta cé existd a,bQ astfel incat a® =7b*. Dacd b #0, atunci (%j =7,

absurd, deoarece 7 nu este pétratul niciunui numdr rational. Ca urmare, b =0, deci si a =0, adicd X =0,,
contradictie.
a

a
ac+7bd =1 2 -1 Q
Din XY =1, rezult
BACALAUﬁEAT 200 -MATEMATIC ¥ Pr gba Dy tlpu]ﬁ@)lectulul MTJ,, p{-‘quza M1 a
-2
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Varianta 88 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
T 1
1 ==, f'(1)==
a) Q=7 f)=5
T 1
(-1
=561
— 1-F
=0y 0) ~0 3x 3
c) 9(1) = ¢(0), deci exista c € (0;1) astfel incat g'(c) =0

g"(x)>0,g" strict crescatoare,deci c este unic

¢ punct de extrem

1 1
2.a) I = j; 2? sinz = 2° (— cos $)|(1) + 2f0 z(sinz) do

1
:—cosl—l—stian(l) —2j; sin x

= —cosl+2sinl+2cosl—2=2sinl+ cosl—2
b) 2 > s > T
sinz >0=1,>0

(1,)p>1 descrescator si marginit = (I,,),>; convergent

1 1
c) I, = fo 2?" (—cos z)'dz = —2*" cos z | —|—2nf0 22" (sin z)’

n

= —cosl+2nz® sinz |, —2n(2n —1)I, | =

=2nsinl—cosl—2n(2n —1)I,_;
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Varianta 89 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare

1. z= —Ei.
7

2. x=5¢i x=-1.

3. Ecuatia f (x) =y = 4 yx2 —x+y =0 are solutii reale daca i numai daca

11 11
OF == | mmf=|-——|
yEMJ f[wj

4. Sunt Ai =24 de functii strict crescitoare i tot 24 strict descrescitoare. in total sunt 48 de functii strict
monotone.

5. MA+MC =MB +MD = MA -MB =-MC +MD - BA :@, evident.

6. sin2a —sin 2b =2sin (a —b)cos(a +b) =sin(a —b), de unde cerinta

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1 -1 0 0
1.a) Fie A matricea sistemului: A=|0 0 1 -1|=rangA=3
1 1 1 1

Avem rangz =3 =rangA, deci sistemul este compatibil

. . 1+a-b-2A 1-a-b-2A
b) Rezolvand sistemul obtinem: x; = a 5 , Xy = a 5

,X3 =b +/], )C4 =/1,/] R

N - . SN S . < 1
Punand conditiile ca x;,x,,x;,x, six, +x, sa fie In progresie aritmetica, rezultd a =b = ——
’ 18
¢)Dinx,; >0=A1>0. Apoi, x, >0=>1-a—-b-21>0,deci l—a-b>241 >0=a+b <]
2.a) (l—xl)(l —xz)(l —x3) =1 —(xl +x, +x3) +(x1x2 +x X3 +x3x1) XXy X3 =
b) Presupunand ca f are o radacind intreagd a, atunci a este divizor al termenului liber al polinomului, adica
a D{- 1,1} . Cum nici 1, nici -1 nu este radacind a lui f, rezultd cd fnu are raddcini intregi.
c) x12x2 +x12x3 +x§x1 +x%x3 +x32x1 +x32x2 =(x1 +x, +x3)(x12 +x§ +x§) -(x? +xg -bcg)
—2 i 2442402 = 2 —
Avem x; +x, +x3 =3 5i af +x5 +3 —(xl +x, +x3) —Z(xlxz +xpX3 +x3xl) =-.
Avem x; —3x7 +5x, +1 =0, k =1,2,3 si adunand, rezulta x; +x3 +x; = 21.

In concluzie, x12x2 +x]2x3 +x§x, +x%x3 +x32x1 +x32x2 =18.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 89 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
v 1 x+a
l.a =Sln|1+—|-
Jal) ( xj x(x+ )
_x(2a-1)+a

b fa(x)

x? (x + 1)2

f convexa pe (0; o )daca si numai daca f ' (x)20,0> 0 =

2a-120 si— >O,demﬂeaD[l®
a-1 2
[ lim f(x) =0 [0
X > 00

_ . In(x+1)-Inx o
L=lm f(x)=lim ———=—

X > 00 X — 00 1 (0]

x+a
L =1 folosind regula lui I’Hopital

m

T
2 2
+
2.a I, = j.cos2 xdx = J‘ﬂdx
0

1,4 n 4

N

cos™ 2 xsin? xdx

=y
~

T
2

n = J‘cosn_1 x(sinx)'dx =(n -1)
0

O =0 |

= (n —1)1,,_2 —(n —1)In ,de unde
nl, =(n=1)1,
c CoS X D[O;l] deundel,,; <I, ;inplus I, =20 I, =0 ,deci sirul este descrescator si marginit inferior,
adica e convergent.
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Varianta 90 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare

1 150:M

0= q :E.

2
2. Notand s=a+b,p =ab avem s*> -2p =1, 5 =2, de unde s =2, p =1 §i a=b =1=(a,b) =(1,1).
3. Avem xD(O,%} iar ecuatia se scrie x(9—2x) =10. Obtinem solutiile x =2 si x=2,5.

4. Sunt 100 de numere in multimea M si 14 multiplii cu 7; probabilitatea este % = % .

5. y=-"2x+2.

= s Axos s oxgns RN . . IT
6. Este partea reald a sumei radacinilor de ordin 5 ale unitétii. Alternativ, inmultim suma cu s1n§.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

La)det(A,)=1sicum det(A,)#0= A inversabila.

1 2(x+y) 5(x+y)2 —Z(x +y)
b)A-A =10 1 5(x+y) ,deci Ai-A, = A, 0G
0 0 1

c) intrucat A, = I, si Ay-A_y = Ay =15, deducem ca inversa matricei A; este A_;.

2.a) Avem relatiile f(f)) = g(f)) =1, f(i) =g(i) =0 si f(ﬁ) = g(ﬁ) =2, deci f(x) = g(x), 04 Zs.

b) Singura radacind a lui f este 1.

¢) Cum 1 este radacind, X -1 divide pef, deci f =(X —i)(X2 +X +Q) =(X +Q)(X2 +X +§) Polinomul

g=X 2 + X +2 nu are radacini in Zs , deci este ireductibil (presupunand ca g s-ar descompune in produsul
a doua polinoame de gradul 1, ar rezulta ca g are radacini).
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Varianta 90 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

1a). li{l(}(x +In x) = —oo ,deci x=0 este asimptota verticala;
X

lim f (x) = 00 deci nu avem asimptota orizontala;

X — 00

m=1 dar n nu este finit,deci nu avem asimptota oblica
b) g, (x) =x"+x", g" (x) =n (n —1) X" +n(n +D)x"* >0,0% 0,deci functiile sunt convexe

¢) sirul (x,), este crescator si marginit superior de 2,deci convergent

n
N [ x In x : . oy
si scriind relatia [?"j +—— =1 rezulta ca singura limita posibila este 2.

£ 12 p 1 x2
2a) Iy=[—dt=[|t -1 +—ld =="—~x +In(x +1)
t+1 t+1 2
0 0
Xon 4 n-1 X _ n n
b) I,+1, ZJ.LdtZJ‘tn 1dt:—f)‘:x—
t+1 n n
0 0
tl’l
c —<¢",08 [0;x
) e (o
X xn+1
0<I, <It"dt= - 0,08 [0;1]
0 n+l

de unde rezulta lim 7, =0

n-oo
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Varianta 91 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
L [g=|V2-1+i(v2 +1)‘2 =6.

2. (1—2)7)2 -6y> =1= -4y -2y*> =0= y=0sau y = 2. Obtinem x=1,y =0 si x=5y=-2.
3. Deexemplu, f(0)=1=f(-1).

4. Gy -C3 =C3 :—110[? =45,

5. AB+AD =AC si AB-AD ZES’, deci AC = BD, de unde cerinta.
1_

G-

3:2_\/5

6. tgl5’ =tg (45" =30") =—

1+

&

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

1 )A2 SA= 1+2x 10 5 10 - 5
.a = = x=2.
S5x  2x+16 5x 20

b) Pentru x =2, conform punctului anterior, rezultd A% =5A. Prin inductie, rezultd A" = 571 A, pentru orice

nON", de unde A208 =52007 4

c) A+ A =(X32 x;;z):ﬂang(A+A’) =1 daca si numai dacad det(A+A’) =0, adica x[l{- 6,2}.

2.) f(-1)=a® -2a +7 =10 a0f 1.3.
2 +3
b) x2+x2 22 42 =(x +x, +xy +x,) 2 D oxx; . Cum x +x, +xy+x, =l-asi Y xx; _a 23,
Isi<j<4 Isi<j<4

rezultd x7 +x; +x; +x; =2a -2
2 2 - e . .
¢) Avem z (xl. —xj) =3 Z X, —2 Z XX, =’ —6a —9. Daci f are toate ridicinile reale
Isi<j<4 Isi<j<4 Isi<j<4
2
= Z (xi —xj) 20=-a’>-6a-920=>a=-3.
I<i<j<4

Xt Xy a3ty :l

Egalitatea are loc dacd x; =x, =x3 =x4 = 1 %a =1.1In final, a=-3,b=-8, ¢ =2.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 91 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

L.a) lim f(x)=co ,limM=2=m

X — 00 x>0 X

lim (f(x)—Zx) =0=n

X 00

y =2x asimptota oblica spre o

: 2x* +6x7 : : o
b) f (x) :x—xz >0 deci f strict crescatoare adica injectiva
(1)
lim f(x) = —oo, lim f(x) =oo , f continua=> f surjectiva
X - —00 X — 00

f bijectiva,deci f inversabila

| o fler) 3xmm2-2uin(1+e)
- im .
c) hm(f (e'”))" =e" ¥ =e x =8¢’
X 00
! sin2 X
2a) F (x) =e >0
de unde F este strict crescatoare
b) F este functie Rolle pe [0;x].deci, conform teoremei lui Lagrange,

k0 (0;x) astfel incatL_g(Ol F'(cx)
-

Adica F(x) =xf (cx)

c) Cazul de nedeterminare %

. . F(x)_
Conform teoremei 1’ Hopital, lim = lim f (x) =1
x-0 X x-0
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Varianta 92 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare

1. Fie g ratia progresiei. Avem a(q3 —1) =7, aq(q —1) =2,de unde ¢ =2.

2. mx?+x-2<0,x0OR = m<0siA=1+8m <0. Rezultd ms—%,

3.
7 k . 1 /4 « IT _ D B
2x+€[|{(- 1) arcsm[ E} ki3 Z}:ncl]{ o £1) E+ TkD Z}D(O,S)—{z, )

0 2 b6 8 0 2 8 6 4
4. n=Cy —Cjy +Cy —Cyy +Cy =Cyy +(C10 _Cl()) ‘(Cm ‘Cm) 490 4.

5. 0=ul=a’-142a +2 = a=1.

6. Sina:—&:sinZG:Z[é_lj [E_Z\/E] _42
3

3 3 9

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
La) A{X +Y) A '=AX-A' +AY-A' =0,= X +Y G
. a b . , 1 -1
b) Fie X = d [0G ;atunci A-X-A =(a +b +c¢ +d) 11
c -

AX-A'=0,=a+b+c+d =0

¢) detX =0=> X2 =X, unde ¢ = Tr(A) . Prin inductie rezultd X" = "x, pentru orice n(ON, 12 1
Atunci AX"A =" (4X-A") =0, = X" 0G.

2. a) Prin impdrtire se obtine catul X 2 —4X +5 sirestul 0.

b) f =(X? -2X +5)(X? ~4X +5). Radacinile polinomului sunt x,, =1£2i, x,, =2 i, niciuna nefiind

reald.
¢) Prin calcul direct rezultd ‘xk‘ =5,k =1,2,3,4.
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Varianta 92 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
1 1
ta ()= =1
rzlnzx e
1
=0, y=t@-9
" Inx+1 .
b) f (x) = ————— <0,[> 1,deci f este concave
(xln X
1
¢) Conform teoremei lui Lagrange existac, D(x,)d- 1) ai. f (xl- 1)— f (x)= f '(cx ): 1
c Inc,
. 1 1 |
avem de calculat lim XX dar cum X < XX <1 limita cautata este 1.
x-=c Inc, (x+1)ln(x+1) ¢ Inc,
T
2 T
2a) jf (x) dx = arctg (sin x) |2 :Z
0
b) Fie F o primitiva a lui f
= F'(z) = ——=2_>0,(V)z € [0,
1+sin®x 2

= F strict crescatoare pe [0, 00)

2 2
¢) cusubstitutia x=27T—y obtinem I =J.(2ﬂ—y)f(y)dy =2 7‘1j f(y)dy -1
0 0

de unde I=0.
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Varianta 93 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar
Rezolvare

1 z=1%3i = [z=2.
2. f(x)=ax+b,a>0= f(f(x))=a’x+ab+b=a=2,b=1.
3. x=2.
4o

5. Dreapta AB are ecuatia x —y +1 =0. Distanta este %

6. Avem sina =0 sau cosa =1, deci x=7T.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutii

1.a) Prin calcul direct rezulta A3 = (1 0).

6 1
L (12 a1 =2
b) A-A' = =(aa) = :
2 1 302 1
. a b 3 . . . . . a 0) .
¢) Fie X = J/ Cum X~ =AX = XA, rezultd a=d si b=0. Inlocuind apoi X = in ecuatia
c c a

1 -1 -1)
2.a) Restul impartirii polinomului f la X +1 este f (—l) =b-5
b) Fie g = f — X ;atunci X> - X | g . Rezulta g(O):g(1)=O,de unde a=0,b =0
o (X -1 = r(1)=£'(1)=0. Avem f(1)=0=2a+b+1=0si £'(1)=0=>11a—15=0; obtinem

2 _ U N . .. (L0 (-1 0
X =A, rezultd a” =1 si ac =1. Obtinem solutiile X; = 1 , X, =
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Varianta 93 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
1a) f (x) =3x" +¢°
b) ﬁ (x) =3x” +¢°>0 pentru orice x real,deci functia este strict crescatoare
c) lim f (x) = oo, lim f, (x) = —oo, f, continua = f, surjectiva

cum functia era strict crescatoare,deci injectiva,inseamna ca ea este inversabila

2a) F(1)=[(2 +1)rd :%
b) f (x) = v \/M + zx\/m deci f(—x) =-f (x),aa’ica f este impara

7 3
c)
Conform teoremei luiLagrange exista c, D(x,)d- 1) ai. f ()d- 1)— f (x)= f '(cx): (cH+ 1)\/Z

P Hx (e e, _ (17 +1) Vo
XZ\/; XZ\/; xZ\/;

rezulta ca limita cautata este 1.

cu
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Varianta 94 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
L (1+i)' =
1+x 1-x
2. f=x)=lh—2 =-In— =—f(x).
=0 == == ==f ()
3. 5457 =2 (5°-1) =0 = x=0.

. . . . .. 2
4. Sunt 4 cifre prime, anume 2,3,5,7, deci sunt 400 de numere cu proprietatea cerutd. Probabilitatea este g .
5. Punctele B,C,0O sunt coliniare si O este mijlocul segmentului BC. Rezulta cd BC este diametru
al cercului circumscris, deci A =90°.

6. (sina'+cosa)2 =l=sin20 =0=tg2x =0.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie

La) X (a) X (b) =(I, +aA)(1, +bA) =1, +(a +b) A +abA’

CumA? =0, rezultd X (a) X (b) =1, +(a +b)A =X (a +b).
b)X(a)D((e)=X(a):>X(a+e)=X(a):>a+e =a=e=0.

¢) Prin inductie avem X (“1 )-X (az)-.AuX(an) =X (“1 +a, *... +an),DrD N,
Rezultd X (2) X (3)...X (2008) = X (1005-2007).

2.a) Pentru x = -1 rezulta f(~=1)=f>(-1) +3f (1) +1, deci f(-1)=-1

b) Restul Impartirii polinomului f la X =5 este f (5)

Pentru x =0 rezulta f(1)=£7(0)+3£(0) +1 =1

Pentru x =1 rezulta f(5)=f2(1)+3f (1) +1 =5

¢) Fie sirul de numere reale (an )n20 definit prin ay =0 §i a,4 :a,% +3a, +1,0n20

Prin inductie rezultd f (a,,) =a, si a, <a,, pentruorice n[JN

Polinomul /4= f —X se anuleaza de o infinitate de ori, deci f —X =0, adicd f =X
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Varianta 94 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
l.a) lim f(z) = +o0
T— 00
lim —f@) = +00
rT—0 T
f nu admite asimptota spre +o00
b) fl@)=0  (n+1)z" —(n+2)=0

/n—|—2
‘TTL =n
n+1
)
0 limx, =limg 22 =1
e n-e\ n+]

122 +1-1 1 1
200 L= [T = [ =
0 14z 0 1+z

=z |y —arctg @) =1 —%

1$2n+2 +$2n

1
= f 2" dy = 1
0 2n+1

2n

1 1
0) <2 (el =0<1, < [ odr = -0
I+ 0 2n +1
n—oo
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Varianta 95 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare

1. 0< 2] <1:{ 2] }:0,
x“+1 x°+1

2. Ecuatia se scrie 1=(1—x)[l +x|. Obtinem x=0 si x=—v2.

3. Functiile g,h: (0,00) >R, f (x) =a*,g (x) =log,, x, sunt strict monotone de aceeasi monotonie, deci

functia f = g +h este strict monotona.

4. Sunt cinci cifre impare, anume 1,3,5,7,9, si A53 =60 de numere cu proprietatea cerutd. Probabilitatea este
60 1

900 15

5. ul=3+3a+a* >0, OR.

6. sin x +sin Sx =2cos 2x [din 3x, de unde cerinta

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
21 4 2
l.a) 24, =2/ = .
1 2 2 4
2+x 1 1
b)Ay+xly=| 1 2+x 1 |=det(A+xly)=(x+4)(x+1)
1 1 2+x
det(A+xl3)=0=x0Of 4+ 1}
4 -1 -1 -l
. . U 11-1 4 -1 -1 . . .
¢) detA, =5#0, deci A, este inversabila. Fie B =g L -1 4 4l Prin calcul direct se arata ca
-1 -1 -1 4

AB=BA=1,, deci B=A"".

Calculul inversei matricei A, si obtinerea formei cerutd in enunt

2.) x, =1+i= x3 =1—i.Obtinem a=4,b=6,c =4

b) Presupunem ca existd a,b,c R astfel ca resturile impartirii polinomul fla (X —1)2 si (X —2)2 sunt
egale cu rDR[X], grad< 1.Fie g =f —r;atunci grad g =3. Atunci (X —1)2 |g si (X —2)2 | g
Rezulta (X - 1)2 (x - 2)2 | ¢ = grad g = 4, contradictie

¢) Presupunem ci x; 0. Pe rand, rezultd x; <0, —ax; <0, bx, <0, —c <0. Obtinem 0= f(x,) <0,

contradictie
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Varianta 95 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

la lim f(z) = —

Y = g asimptota orizontala spre +oo

b g'(x) = flz+1)— f(z) - f/[a:2 —i—la: + 1]‘[%2 +1x + 1]/
g'(z)=0

g derivabila pe R = g(const)=g(0)=0 Vx

c arctg —————— = arctg(k + 1) — arctgk
G gl +1) g
n 1
Z arctg ———— = arctg(n +1) — T
lim (arctg(n +1) — z) =X
n—oo 4 2
1
2. I, = “xd
a 1 J; e xdx

L x|l 1 _
:Lx(e T)/dxz—meﬂo—i—j;exdz:
:—6_1

—e " f=—2e1 +1

1 —z\ n n_—z |1 1 —z, n—1
b I,=| (") a"de = —a"e lo—i-nfe " dx
0 0
=— '+ nl, 4
c sirul (I,,),~; este descrescator

sirul (I,,),,~; marginit inferior de 0, deci convergent

Fie 1= lim z,. Daca 1>0, trecand la limita obtinem l=o0, absurd, deci 1=0.
r—00
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Varianta 96 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare

1. Avem b> =ac. Daci prin absurd nu toate numerele sunt pare, din a +b + ¢ par rezultd ca un numdr este
par si doud impare. Atunci unul din membrii relatiei b* =ac este par si celdlalt par, fals.
2. f(a)+ f(a+1)=2(a +2)" 20,

3
3. log, x+log, x :Elogzx >3 = x>4.
4. C)+C; =120 = n(n+1) =240 = n=15.

5. ul=2-a<0 = a>2.
6. Avem B=90",A =30°, deci BA=4/3 si aria triunghiului este 8/3.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutii

5 a® +be b(a +d)
l.a)A" =
c(a+d) d* +be
b) Tr(A)=0= A’ = -detA-I,. Atunci A’ (B=B[A* =~(detA)-B
©)A* ~Tr(A) A +det A, =0, = A*B~Tr(A) (AB +(det A) B =0,
A* =Tr(A) A +det A d, =0, = BA* = Tr(A) (BA +(det A) (B =0,
Scézand relatiile de mai sus rezultd Tr(A) [{AB - BA) =0, = AB = BA

J . Se verifici prin calcul direct ci A” —Tr(A) (A +detA, =0,.

2, .2,.2 .2 _ 2 =
2.a) xi +x5 +x3 +xj —(xl +xy tx3 +x4) -2 Z xx; =10.
Isi<j<4

b) (X -1)(X =3)| f = (1) = £(3) =0. Obtinem a =~14, b =6

u® +v2 +4uy =13. Atunci w=2;u=1,v=2,deunde a=-12,b =4
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Varianta 96 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie

l.a Evident lim f(z) = +oo si lim f(z) = —oo, k=1,2,...,2008

x=k asimptota verticala pentru k=1,2,...,2008

lim f(z)=0= lim f(z)= y=0 asimptota orizontala spre +oo si -0o
T—00 T——00

Fie g:A — R, g(x)=f(x)-a

b
I — o0, i — —0o= ()¢, € (k:k+1) astfel incat ~0
11{%{ g(x) = 00 1/1%11 g(x) oo = ()¢, €( ) astfel incat g (cy)
k=12,..2008 lim g(z)=—a, limg(z) = —00
T——00 z,/'1
lim g¢(z) =400, lim ¢g(z)=—a
£\, 2008 T—00
= mai avem o solutie in (-o0;1) sau (2008;00)
2 2 2
c "(z) = + +ot—
) (z—17°  (z—2)° (z —2008)*
f" se anuleaza in (k;k+1) o singura data(strict descrescatoare),
k=1,1,...2008
2007 puncte de inflexiune
2.a fl(z) = e
f'(z) >0 Vx € R = f strict crescatoare pe R
b f(z) = e
f"(z) <0 Vx € [0;00) = f concava pe [0;00)
fln) = fn e dt
c 0

fln+1)— f(n)= f”H e dt > 0= (f,) crescatoare

n
n

t2 2
e >14+t"= f(n)<
J@) 0 1+1¢

( 1 )n>1 crescator si marginit superior = ( fn)

T
5 dt = arctgn < By

w1 convergent
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Varianta 97 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
1. 3100 <3125 =5 =log, 32 <3! =6.

2. Privind ca trinom in x avemA =9 y2 —12y2 =-3 y2 <0, de unde cerinta.

3. sin 2x =cos x = cos x =0 sau sinx:%:xlj{% k| i Z}D{(— 1)k§- kmid Z}.

4. Al-41c? :smB—4§2E:0.

5. OC=20B-0A=C(3,7).

BC _8_g

2sinA 8
5

6. sinA=§3R=

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutie
l.a) detA=-1.

b) Prin calcul direct rezulta Al =

— o O

0 1

1 0f

00

¢) Fie B=1I; +A; rezulti B* =2B. Prin inductie rezulti imediat ci B" =2""'B.

2.a) Restul Tmpdrtirii polinomului f; la polinomul X -2 este f; (2) =7#0,deci X -2 nudivide f
b) Fie g catul mpdrtirii lui f3 la X —1; suma coeficientilor polinomului g este g(l)
Avem f3(1)=-2= f;=(X -1)g -2= f3+2=(X -1)g

Dar fy+2= X =1 +(2X? =4X +2) =(x )(X* +x7 +. +X 4) 2(X 4), deci
g=X3+X" +. +X +1 +2(X -1)= g(1)=9.

Alternativ: Fie g catul Tmpartirii lui f; la X —1; suma coeficientilor lui g este g (l)
Avem fy=(X ~1)g -2 f'=(X -1} +g.deci /(1) =g (1) = g(1) =9

¢) Aplicand teorema impartirii cu rest, rezultd f, = (X Zyx +1)q +r,r =aX +b0 R[X ]
Fie £ o radacina a polinomului 4 = X% +X +1; atunci &= 1, e +e+1=0

Insa f(g)=6" +26* —4e +1 =6 si f(€)=ac+b,deci a=-6,b=0=r=—6X.
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Varianta 97 - rezolvari mate MT1

1l.a

2.a

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului

Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitimantul Preuniversitar

Solutie
1 —2x
'(x)= "(x) = ——= <0, xT[0;
f'(x) T+ f(x) Qv oy = [0; %)

L= limx*(f(x+1)— f(x)) =1 utilizand I"'Hopital sau aplicand teorema lui Lagrange

3 4

Fie g:R - R,g(x):f(x)—x+x?,g'(x) =

T+ 20

g2(0) =0, g crescatoare de unde x D(— 00;())

1
1

jx(l +x7) f(x)dx ==In(1 +x7) |B = lan

0 2 2

F'(x)=x"f(x),F'(x) =0 ,deci F este strict crescatoare

A:_[f(x)dx,a<1:>A<()<%
0

az1,Asj%dx:l—;2
La+x)? 4 20+a)
a<t
4
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Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare

1. Avem a+bi+2a~2bi =3 +i = a=1,b = -1 =|z|=V2.
2. x* -3=0.

3. log,2+log 2=9 = 3log,2=9= x=32.

4. Sunt C53 =10 submultimi cu 3 elemente ale lui A, iar singura fara elemente pare este {1,3,5}; raman 9

submultimi.
5. a=b=-1.

4 3
6. cosa=——=tga=——.
5 4

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutii
o . . . . L -
1.a) Matricea sistemului A contine un minor nenul de ordin 2, spre exemplu 11 =2
Daca A are rangul 2, atunci det A =0 (singurul minor de ordin 3). Avem det A = 2(m —1) , deci

detA=0=>m=1
b) Dacd x, +y, +z, =4, din a treia ecuatie a sistemului rezultd x, =2, y, +z7 =2 . Folosind si a doua

. < S . . . - 1
ecuatie rezultd y, =z, =1. Atunci, din prima ecuatie a sistemului rezultd m = Y

¢) Sistemul are solutie unicd daca det AZ0=>m#1.

. . < 1
Aplicand regula lui Cramer, rezultd x=——, y =1, z = —
m—1 m—1

(%05 ¥9,20) 0Z° = m=1|1= m0{0,3

2.a) X +1| f = f(-1)=0.Cum f(-1)=5+p=p=-5.

b) Daca a UR este radéacind dubla, atunci f (a) =f '(a) =0

Din f'(a) =0=>4(a* ~1)=0=a =1.Din f(a)=0= p=3.

©) Cum xf +x3 +x3 +x5 =(x +x, +x3 +x4)2 -2 >, xx; =0, dacd polinomul ar avea toate
I<i<j<4

radacinile reale, atunci acestea ar fi toate egale cu 0, contradictie.
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Varianta 98 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetarii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invatimantul Preuniversitar

Solutie
l.a flz)=nz"" +n
(@) =n(n—1z"2 >0Vx >0
f convexa
b f'(z) > 0 Vx>0 = f strict crescatoare, deci injectiva pe [0;00)

f(0)=-1 si f(1)=n-2 > 0, f continua = (I)z, € (0;1]

astfel incat f(x,) =0, x,, unic

c f[l]:in>0:>xne[0;l]
n n n
lim z, =0
n—oo
1
2. [fode=n(1+e")],
0
~ cost
™ 5 COS
-
2 f21+€ =ln€+1
2
m
Zl=1
9[2]
b g'(x):f(x)cosx+f(—x)cosx
g'(x)=cosx
s + Tt t
c g[z:I: 2 Bt FieJ:f%eCOStdt
2 *514-6 Y 1+e

™ ™
Dar I=J si I—i—J:f?r costdt =2sint|g=2
2

-

pdf descarcat de pe site-ul eBacalaureat.ro



Varianta 99 - rezolvari mate MT1

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invitamantul Preuniversitar

Rezolvare
. Avem n =\/§ +\/§D(3,4) :>[n] =3.

. f este functie strict monotond, iar compunerea a doud functii de aceeasi monotonie este strict crescatoare.
. X=3.

1
2
3
4. Exact doua valori ale functiei sunt 1, celelalte fiind 0, deci sunt C,zo =45 de functii.
5. MN 4P = (i +3]) (2 +(m =2) ) =3m -4 = m =3.

6

. Functia cos este descrescatoare pe intervalul [0, 77] , deci cel mai mare este cos 1.

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
Centrul National pentru Curriculum si Evaluare in Invataméintul Preuniversitar

Solutii

‘ [a b}(u CJ a® +b* ac+bd
l.a) A-A" = - = .
¢ d)\b d) \ac+bd c*+d*
b) /(0)=det(AA" +0B) =det(aA") =det(A)det(A) =(det )} 20

a>+b> +x ac+bd +x

o Fie f(x) = =(a® +b? +¢* +a ~2ac 2bd)x H{ad bc)’.

ac+bd +x ¢ +d® +x
m=a® +b* +c% +d* —2ac =2bd, n Z(ad —bc)2
NE)

2.a) Pentru q:£:>cosi—-[+isini7'=l +i—0G.
3 3 3 2 2

b) Fie x =cosqrr+ising 77 y =cosr r+isinr 7 q,r Q. Atunci xy =c0s(q +r)7'[+isin(q +r) G.
¢) Radacinile polinomului f sunt numerele complexe

2k .. 2km km .. ko k . .
% =COST +zs1nT =cos? +zsm7, k =0,1,...,5. Cum EDQ, pentru orice k =0,1,...,5, rezultd ca f

are toate radacinile in G.

BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subiectului MT1, programa M1
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Varianta 99 - rezolvari mate MT1
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Solutie

3P 46z+2 327 -1
3‘3’/$3—|—3x2+2$+1 s’/x?’—z—l—l
f(0)=0, f'(0)=3

l.a f(z)

y=3x
b lim f(z)=1
y = 1 asimptota orizontala spre +oo
¢ f(k) = 3k(k +1)(k +2) +1 — 3k — Dk(k + 1) + 1

Zf(k):z’/n3+3n2+2n+1—1
k=1

lim (\3m3+3n2 +2n+1-n—1) _L

[ =ene =e 3
2y 2
elt t“Int 1 pe
2.a e) = —| Intdt = —— |y tdt
hie) fi 2] 5J1
4
e 3
€)= —+ —=
e 4 4
b fl(x)=2"Inx

r€(0])=Inz<0= f(z)<0
[ descrescatoare pe (0;1)

1
=1
e

—1<Int<0Vxe

1
- ltn an(l)go

e

1 1
- + < nl <0
n+1  (n+1)e" )
lim f,(1)=0
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Varianta 100 - rezolvari mate MT 1
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Rezolvare
1. a=2;b=1.
2. x=0.
3. |x-1=3—x=>x=2.

k _ k-1
4. kLC; =T7[Cq .
5. C(3,9).

2
. tg a . 2
6. sin‘a= =— = [sin q| = ——.
1+tg%a 29 | | V29

Ministerul Educatiei, Cercetirii si Tineretului
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ta) LAzl o (neaP =t e ea
a = = = = .
g 7 -3 g 7 -3) 7
b) A2 =-A, A>=A%A=-AA =-A% =A. Prin inductie matematic rezulta ca A" =(~1)"" A, 0A) N,

deci {4"|nONE £ 4,4 .

¢) Fie B=20081, —A +A® =A® +.. +A™" =20081, -2008A =2008(1, -A).

) 5
Cum I,=A=| | |=detB=22008"

2.a) £ (1) + £(-1) =a, (1 +( —1)") +a,_, (1 H —1)”‘1) .+ (14 1)) 24

1+ (—1)k D{O,Z} , pentru orice k D{l, 2,..A,n} ,deci f (1) +f (—1) este numar par

b) Presupunem cd ecuatia f (x) =0 are o rdddcina intreaga k; atunci f (x) = (x —k) g (x) ,unde g este un
polinom cu coeficienti intregi.

f (2) = (2 —k) g (2) este impar, deci 2 —k este impar

f (3) = (3 —k) g (3) este impar, deci 3—k este impar

Atunci 2-k +3 —k =5 —2k este par, contradictie.

¢) Daca polinomul g =X 3-X +3a+1 ar putea fi descompus in produs de doua polinoame neconstante, cu
coeficienti intregi, unul dintre aceste polinoame ar fi de gradul 1, deci g ar avea o radacina rationala

X :g, p.q0Z, g21,(p,q) =1, astfel incat p|1sig|l. Rezulta x, OF 1,1}.

. . 1
Pentru x, =-1= g(—l) =3a +1 =0 daca si numai dacd a = ——0Z.
BACALAUREAT 2008-MATEMATICA - Proba D, tipul subilectului MT1, programa M1
Pentru xy =1= g(l) =3q +1 =0 daca si numai dacd a = —g 0Z.
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Varianta 100 - rezolvari mate MT 1
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Solutie

1a) f'(x)=e" +3x* =2x +1 >0,004] R, de unde rezulta ca functia este strict crescatoare
b) din punctul anterior rezulta ca functia este injectiva
lim f(x) =00, lim f(x) = —oo functia este continua,deci surjectiva,adica inversabila
X > 00 X > —00

¢) cu substitutia x = f(y) obtinem limf @ _ =lim 3 J -1
r-e Inx  y-eln(e® +y =y +y) 3
1 1
2a) 11:_[2;&:‘[( 2 L =213 -3m2
x"+3x+2 x+2 x+1
1
b ) =|x"dx =
) '([ n+l
1
©) nl, = Inx"( 2 1 ] sz(x Ix(x
0 x+2 x+1 y X +2 o X+l
1 1 1 xn 1
=== j x + j —dx, de unde rezulta lim nl, =—
6 0 X+2) 0 N — 00 6
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