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EXAMENUL DE BACALAUREAT – 2007 

Proba scris✆ la MATEMATIC  
 

PROBA D 

                                   Varianta ….084 
Profilul: Filiera Teoretic✄: sp.: matematic✄-informatic✄, Filiera Voca☎ional✄, profil Militar, Specializarea: specializarea matematic✄-informatic✄ 

♦ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acord✆ 10 puncte din oficiu. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.  

 La toate subiectele se cer rezolv ri cu solu ii complete 

 SUBIECTUL I ( 20p ) 

(4p) 
a) S  se calculeze modulul num rului complex   

i

i

32

1

−

+
. 

(4p) b) S  se calculeze distan a  de la punctul ( )3,2,1 −−D    la planul  05 =−++ zyx . 

(4p) c) S  se determine ecua ia tangentei la elipsa  43 22 =+ yx   dus  prin punctul ( )1,1P  . 

(4p) d) S  se arate c    punctele  ( )0,2,1−L , ( )0,3,2−M  i ( )0,4,3−N   sunt coliniare. 

(2p) e) S  se calculeze volumul tetraedrului cu vârfurile în punctele ( )3,1,1A ,  ( )1,3,1B ,  

     ( )1,1,3C   i    ( )3,2,1 −−D  . 

(2p) f) S  se determine R∈ba, , astfel încât s  avem egalitatea de numere complexe 

      ( ) biai +=+
3

2   . 

 
 

 SUBIECTUL II ( 30p ) 

 1.  

(3p) a) Dac  într-o progresie geometric  primul termen este 1 i ra ia este 2 , s  se  

       calculeze termenul al  zecelea . 

(3p) b) S  se calculeze probabilitatea ca un element  6Z∈x̂  s  verifice rela ia xx ˆˆ 2 = . 

(3p) c) Dac  func ia RR →:f , ( ) 15 += xxf , are inversa RR →:g , s  se calculeze 

( ) ( )21 gg + . 

(3p) d) S  se rezolve în mul imea numerelor reale ecua ia   642 =+ xx  . 

(3p) e) S  se calculeze  produsul r d cinilor polinomului   243 −−= XXf  . 

 2. Se consider  func ia RR →:f ,   ( ) xxxf sin2 += . 

 

(3p) a) S  se calculeze    ( )xf ′ ,   R∈x . 

(3p) b) S  se calculeze   ( )∫
1

0

dxxf . 

(3p) c) S  se arate c  func ia  f  este convex  pe R  . 

(3p) d) S  se calculeze     
( ) ( )

1

1
lim

1 −

−

→ x

fxf

x
. 

(3p) e) S  se calculeze     
( )
2

lim
x

xf

x ∞→
. 
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  SUBIECTUL III ( 20p ) 

   Se consider   polinomul 333 ++= XXf . 

(4p) a) S  se arate c  polinomul   f   nu are r d cini ra ionale . 

(4p) b) S  se arate c  polinomul   f   are o singur  r d cin  real . 

Not m cu R∈a  unica r d cin  real  a polinomului   f   i cu ( ) ( ) [ ]{ }Xgaga QQ ∈= . 

(4p) c) S  se verifice c  ( )aQ∈0   i  ( )aQ∈1 . 

(2p) d) S  se arate c  dac   ( )aQ, ∈βα , atunci ( )aQ∈+ βα   i  ( )aQ∈⋅ βα . 

(2p) e) S  se arate c    ( ) { }QQ ∈++= rqpraqapa ,,2 . 

 (2p) f) S  se arate c  dac    Q∈rqp ,,  i 02 =++ raqap ,  atunci  0=== rqp . 

(2p) g) S  se arate c    Q\R∈2007
a . 

 
 

 SUBIECTUL IV ( 20p ) 

 
Se consider  0≥a ,  ( ) ( )dxxaI

a

∫ ′=
0

0 nsi   i   ( ) ( ) ( )( )dxx
n

xa
aI

n

a n

n

1

0

sin
!

+

∫
−

= ,  ∗∈∀ Nn , 

unde prin ( )nsin  am notat derivata de ordin n  a func iei sin . 

(4p) a) S  se verifice c   ( ) aaI sin0 = ,  0≥∀a . 

(4p) b) Utilizând metoda integr rii prin p r i s  se arate c     

            ( ) ( )( ) ( )aI
n

a
aI n

n
n

n 10sin
!

−+−= ,   ∗∈∀ Nn  i 0≥∀a . 

(4p) c) Utilizând metoda induc iei matematice s  se arate c   

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )aI
n

aaa
a n

n
n

++++′+= 0sin
!

...0sin
!2

0nsi
!1

0sinsin
2

2

,  ∗∈∀ Nn  i 0≥∀a . 

(2p) d) S  se arate c  ( )
( )!1

0
1

+
≤≤

+

n

a
aI

n

n ,  N∈∀n   i  0≥∀a . 

(2p) e) S  se arate c  0
!

lim =
∞→ n

xn

n
, 0≥∀x . 

(2p) f) S  se arate c  ( ) 0lim =
∞→

aI n
n

, 0≥∀a . 

(2p) g)   S  se demonstreze c   ( )
( )

x
n

xxx n
n

n
sin

!12
1...

!3!1
lim

123

=








+
−++−

+

∞→
,  R∈∀ x . 
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Subiectul I. 

a)  
13

26

32

1
=

−

+

i

i
. 

b)  
3

35
.   

c)  Ecua ia tangentei este  043 =−+ yx  

d)  Punctele  L, M, N  sunt coliniare,  deoarece   LMLN ⋅= 2 . 

e)  
3

10
=

ABCD
V . 

f)  2=a   i  11=b . 
 
Subiectul II. 

1. 

a)  51210 =a . 

b)  Probabilitatea c utat  este  
3

2
=p . 

c)  ( ) ( ) 121 =+ gg . 

d)  1=x . 
e)  24321 =⋅⋅ xxx . 

2.   
a)  ( ) xxxf cos2 +=′ ,  R∈x . 

b)  ( ) 1cos
3

4
1

0

−=∫ dxxf . 

c)  ( ) 0>′′ xf ,  R∈∀ x ,  deci func ia  f  este convex  pe R . 

d)  
( ) ( )

1cos2
1

1
lim

1
+=

−

−
→ x

fxf

x
 

e)  
( )

1lim
2

=
∞→ x

xf

x
. 

 
Subiectul III. 
a)  Se demonstreaz  prin reducere la absurd. 
b)  Func ia polinomial  asociat  polinomului  f  este strict cresc toare i de grad 
impar, de unde rezult  c   f  are o unic  r d cin  R∈a . 
c)  Pentru polinomul din enun , [ ]XQ∈f ,  avem c   ( ) 0=af ,  deci  ( )a0 Q∈ . 

Consider m  [ ]XQ∈g ,  1+= fg . Avem   ( ) ( ) 11 =+= afag ,  deci  ( )a1 Q∈ . 
d)  Evident. 
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e) Not m  { }Q∈++= rqpraqapM ,,2 . 

„ ⊃ ”  Pentru orice  Q∈rqp ,,   i  Mraqap ∈++ 2 ,  alegem polinomul  

[ ]X2 Q∈++= rXqXpg   i  avem ( ) ( )aagraqap Q∈=++ 2 ,  a adar  ( )aQ⊂M . 

„ ⊂ ”  Reciproc,  consider m  elementul  ( )aQ∈α   i polinomul  [ ]XQ∈g ,  astfel 

încât  ( ) α=ag .  Din teorema împ r irii cu rest, exist  i sunt unice  [ ]XQ∈q   i 

Q∈rqp ,, ,  astfel încât  pqXrXqfg +++⋅= 2  

iar  ( ) Mpqaraag ∈++==α 2 ,  deci  ( ) M⊂aQ . 

f)  Deoarece  QR \∈a   este r d cin  a lui  f,  avem  QR \333 ∈−−= aa  

Consider m  Q∈rqp ,, , astfel încât  02 =++ raqap . 

Înmul ind rela ia precedent  cu  0≠a   i reducându-l pe  2
a , rezult : 

( ) pqraqrpr +=⋅−− 222 33 .  Deoarece  QR \∈a ,  ob inem  033 323 =++ rqrq .        

Dac   0≠r , împ r ind rela ia precedent  la  03 ≠r   deducem 033
3

=++








r

q

r

q
,  

a adar  Q∈=α
r

q
  este o r d cin  a lui  f,  contradic ie cu punctul  a). 

Ob inem c   0=r   i apoi   0=q   i  0=p . 

g)  Presupunem c   Q∈= ta
2007 .  Consider m polinomul  [ ]XQ∈g ,  tXg −= 2007 .    

Din teorema împ r irii cu rest, exist  i sunt unice  [ ]XQ∈q   i  Q∈rqp ,, ,  astfel 

încât  pqXrXqfg +++⋅= 2 . Deoarece  ( ) 0=ag ,  rezult   02 =++ raqap   i 

din  f)  ob inem c   0=== rqp ,  deci  qfg ⋅= .  În concluzie, toate r d cinile lui  
f  sunt i r d cini ale lui  g.  Deoarece toate r d cinile lui  g  au acela i modul, rezult  

c  i r d cinile  32 ,, xxa   ale lui  f  sunt de module egale. Rezult   3 3−=a .  

Cum  ( ) 0333 33 ≠⋅=−f , am ajuns la o contradic ie, a adar  QR \2007 ∈a . 

 

Subiectul IV. 

a)  ( ) aaI sin0 = ,  0≥∀ a . 
b)  Se arat  prin calcul direct. 
c)  Se folose te primul principiu al induc iei matematice i punctul  b).  
d)  Pentru orice  R∈x , se demonstreaz  prin induc ie c   

      N∈∀ k ,  [ ]1,1
2

sinsin )( −∈






 π
+=

k
xx

k                                   

Avem:  ( ) =
−

≤⋅
−

≤≤ ∫∫ +

a
n

a

n

n

n dx
n

xa
dxx

n

xa
aI

00

)1(

!

)(
sin

!
0

( )!1

1

+

+

n

a
n

. 

e)   Se folose te criteriul raportului. 
f)  Trecând la limit  în inegalitatea de la  d)  i folosind punctul  e)  i criteriul 
cle telui, ob inem concluzia. 
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g)  Din  (2)  rezult   N∈∀ n ,  ( ) 00sin )2( =n  i  ( ) nn )1(0sin )12( −=+    

Pentru orice N∈n   i  R∈x ,  din  c)  ob inem: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) xxI
n

xxx
n

n

n

sin0sin
!)12(

...0sin
!2

0nsi
!1

0sin 12
12

12
)2(

2

=+
+

+++′+ +

+
+

  ⇔   

⇔   ( )
( )

( ) xxI
n

xxx
n

n
n sin

!12
1...

!3!1 12

123

=+
+

−++− +

+

   

i trecând la limit  i inând cont de punctul  f)  deducem 

 
∞→n

lim ( )
( )

x
n

xxx
n

n sin
!12

1...
!3!1

123

=








+
−++−

+

. 
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