Ministerul Educatiei si Cercetirii — Serviciul National de Evaluare si Examinare

EXAMENUL DE BACALAUREAT - 2007
Proba scrisi la MATEMATICA
PROBA D
Varianta ....059

Profilul: Filiera Teoretici: sp.: matematici-informatici, Filiera Vocationali, profil Militar, Specializarea: specializarea matematici-informatici
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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La toate subiectele se cer rezolviri cu solutii complete

SUBIECTUL I (20p )

In sistemul cartezian de coordonate Oxyz se considera punctele A(4, 0, O), B(O, 4, O), C (O, 0, 4) .
a) Si se determine lungimea segmentului (AC).

b) Si se determine distanta de la punctul B(0,4,0) la planul (xOz).

¢) Sise calculeze in multimea C, numarul >,

d) S se determine ecuatia tangentei in punctul M (6, —6) la parabola de ecuatie y* =6x.

e) Sise arate ci punctele A(4,0,0), B(0,4,0) si C(0,0,4) apartin planului x+ y+z=4 .
f) Si se rezolve in multimea C ecuatia z>—6z+25=0.

fUBIECTUL II(30p)

a) Sase calculeze Ci+ C. + C..
b) Sa se calculeze log, (log3 9).

¢) Sasecalculeze 1-2+2°-2°+...—27 +2°.

d) Se considerd functia f:R—>R , f(x)=2x-3. Siserezolve ecuatia f(f(x))=x.

e) Si se determine numarul functiilor surjective f:{1,2,3}—{4,5}.

2. Se considerd functia f : (0, o) >R, fl(x)=x—1-Inx.

a) Sisecalculeze f’(x), pentru x>0.

b) Sa se determine numarul punctelor de extrem ale functiei f.

¢) Sa se determine lim M
X—>00 X

d) Sa se arate ca functia f este convexa pe (0, 00).

e

e) Sa se calculeze J. (x—1-f(x))dx.
1
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SUBIECTUL III ( 20p )

000 100 12 3
Se considera matricele O, I,, Ae M4(Z), O,=|0 0 0|, ,=|0 1 0|, A={0 0 -2|,
000 001 10 1

si functia f, :R >R, fA(x)z det(A+xI3).
a) Sa se calculeze det(A).

b) Pentru xe R, sisecalculeze f, (x).
¢) Sd se demonstreze ca (A2 =21, )(A -21,)=0,.
d) Sisedemonstrezecd Vke N, VneN", (k+1)- (k+2)-...-(k+n)= n!-C,fM.

- - * A~ . . T
e) Sase demonstreze cd Vne N, produsul a n numere intregi consecutive este divizibil
cu n!.

f) Sa se demonstreze cd dacd g e Z[X ] are o radacind intreagd, atunci numarul
g(0)- g(1)- g(2)-...- g(n) este divizibil cu (n+1)!, Vne N*.
g) Si se demonstreze ci numarul  det(A)- det(A+1 A )- det(A+21 3 )-...- det(A +20061 3)

este divizibil cu 2007!.

SUBIECTUL IV (20p )

Se considera functiile f,g:R —> R, f(x)z%, g(x):jf(t)dt.
I+sin” x 7

a) Sisedemonstrezeci VxeR, f(-x)=f(x) si flx+ 27t)
b) Sise calculeze g(x) si g’(x), xeR.
¢) Sa se demonstreze ca functia g este periodica.

d) Sisedemonstrezeci VneZ, VxeR, g(2nm—x)=—g(x).

2r

e) Sa se calculeze j t-f(t)dr.

0
2nxw

f) Pentru ne N",si se calculeze I t-f(t)dr.
0

g) Si se demonstreze ci nu existd lim | - f(¢)dr.

X —> o
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Subiectul 1.
a) AC =442.
b) 4.

¢) i =i,

d) Ecuatia tangentei este: x+2y+6=0.

e) x,ty,tz,=x,+y,+2,=Xx.+Yy.+2z.=4, decipunctele A, B, C apartin
planului din enunt.

f) z,,=3%4i.

Subiectul II.
1

a) C.+C.+C.=16.

b) log,(log,9)=1.

¢) 1-2+2°-2°+..+2° =171.

d) x=3.

e) Existd 6 functii surjective ca n enunt.

2.
a) f’(x)=1—l, pentru x>0.
x

b) Exista un unic punct de extrem (de minim) al functiei f.

¢) lim le.

X—00 X

d) 7(x)>0, Vx>0 decifunctia f este convexa pe (0,o0).

e) j(x—l—f(x))dle

Subiectul III.

a) det(A)=—4.

b) f,(x)=x"+2x*-2x-4.

¢) Se aratd prin calcul direct, sau tinand cont de faptul ca f, (x) = (x+ 2)(x2 - 2) si
fA (_ A) =0.

d) Calcul direct.

e) Pentru orice ne N, considerim ke Z si numerele intregi consecutive
k+1, k+2,.., k+n.
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L k>0 : Dinpunctul d)avemcd P=(k+1)- (k+2)-...-(k+n)=n!C’ si

deoarece Cy, € N', rezultd cd P este divizibil cu n!.
Il. ke[-n—1]: Avemci P=0, asadar P este divizibil cu n!.

ML k<-n—1: Avem P=(-1)(~k-1)- (~k=2)-... - (~k—n)=(-1)"-Q.
Deoarece numerele —k —n , ..., —k—2, —k—1 sunt numere naturale consecutive,
din cazul I. rezultd cd numarul Q este divizibil cu n!, deci si numarul P este
divizibil cu n!.

f) Notam cu a radacina intreagd a polinomului g.

Existd polinomul he Z[X] astfel incat g(X)=(X —a)-h(X).

E =g(0)- g(l)- g(2)-...- gln) =(~a)i-a) ... (n—a)-h(0)- h(Q1)-...- h(n)

Deoarece he Z[X], avem ca h(0)-h(1)-...-h(n) e Z

Pentruca P= (— a)(l - a)- e (n - a) este produsul a n+1 numere intregi
consecutive, din punctul e) rezultd cd P este divizibil cu (n + 1)!.

Deducem cd numirul E este divizibil cu (n+1)!.

g) det(A)- det(A+1,)- det(A+2L,)-...- det(A +2006L,) = £,(0)- f,(1)-...- £,(2006).
Deoarece f, are coeficienti intregi, aplicim punctul f) pentru n =2006 si
obtinem concluzia.

Subiectul IV.
a) Calcul direct.

b) Pentru xe R, avem g(x) = arctg (sin x) si g'(x) = f(x)
¢) Functia g este o primitiva a functiei f, pentru care g(O) =0.
Se demonstreazi ci V xe R, g(x+2m)=g(x), asadar functia g este periodica, de

perioada 2.
a)
d) Pentru xeR si neZ’, avem f(2nm—x)= f(-x)= f(x) (1)

Pentru n=0,avemdin a) f(~x)= f(x), deci (1) este adevarata pentru orice ne Z .
Din (1) obtinem ca exista g(2nn—x)=-g(x), YneZ, VxeR.
e) Consideram functia h:R - R, h(t)=1-f(r).
2 27
Obtinem I, = j h(t)di=0 = J' h2r—1)di=0.
0 0
f) Pentru ke N, facand schimbarea de variabild ¢—2kmw =y, si folosind a) obtinem:

2(k+1)T 2n 2n

I t- f(e)dr = J‘ (y+2kn)- £(y +2kn) dy = j t-f(t)dt =1, =0.

2km 0 0
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2nm 2 4m 2

Avem 1n=jt~f(t)dz=jt-f(z)dt+ jt-f(z)dt+...+ Jt-f(t)dtzn-llzo.

0 2 2(n-l)x

g) Pentru x>0, notdmcu n= [2&} e N siavemca xe [2n7t, 2(n +1)7t).
T

X X

Atunci, u(x)= .[ t-f(e)de =1, + I t- f(r)dr = j t-f(t)dr.

0 2nm 2nm

2nmA
u[2nn + E] = I t- f(t)dr sificand schimbarea de variabild r—2nm=y obtinem:

2nm

lim u(2nn + Ej =oo,
2

n— oo

2nm
Aveminsi u(2nm)= J' ¢ f(t)dr =0, deunde lim u(2nm)=0.
2nm

In concluzie, nu existd lim | 7- f (t)dt.
X =00
0
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