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EXAMENUL DE BACALAUREAT – 2007 

Proba scris✆ la MATEMATIC  
 

PROBA D 

                                   Varianta ….045 
Profilul: Filiera Teoretic✄: sp.: matematic✄-informatic✄, Filiera Voca☎ional✄, profil Militar, Specializarea: specializarea matematic✄-informatic✄ 

♦ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acord✆ 10 puncte din oficiu. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.  

 La toate subiectele se cer rezolv ri cu solu ii complete 

 SUBIECTUL I ( 20p ) 

(4p) a) S  se calculeze modulul vectorului jiv
��

�

+= . 

(4p) b) S  se calculeze distan a  de la punctul ( )2,3,4D    la planul  010 =+++ zyx  . 

(4p) c) S  se determine ecua ia tangentei la elipsa   404 22 =+ yx   dus  prin punctul ( )3,2 −P  . 

(4p) d) S  se arate c  triunghiul cu vârfurile în punctele ( )0,3A , ( )4,0B  i ( )4,3C  este 

dreptunghic. 

(2p) e) S  se calculeze aria triunghiului cu vârfurile în punctele ( )0,3A , ( )4,0B  i ( )4,3C . 

(2p) f) S  se determine R∈a , astfel încât vectorul jiv
��

�

2+=  s  fie perpendicular pe vectorul 

jiaw
��

�

+= . 

 SUBIECTUL II ( 30p ) 

 1.  

(3p) 

a) S  se calculeze determinantul 

642

1197

531

 . 

(3p) b) S  se calculeze probabilitatea ca un element 12Z∈x̂  s  verifice rela ia 1̂ˆ 2 =x . 

(3p) 
c) S  se calculeze num rul termenilor ira ionali ai dezvolt rii binomului ( )4

21+ . 

(3p) d) S  se rezolve în mul imea numerelor reale ecua ia   0223 =−+ xx  . 

(3p) e) S  se calculeze inversa matricei 







=

73

21
A .  

 2. Se consider  func ia RR →:f ,   ( ) xexf x −−= 1 . 

 

(3p) a) S  se calculeze    ( )xf ′ ,   R∈x . 

(3p) b) S  se calculeze   ( )∫
1

0

dxxf . 

(3p) c) S  se arate c  func ia  f  este convex  pe R  . 

(3p) d) S  se calculeze     
( ) ( )

1

1
lim

1 −

−

→ x

fxf

x
. 

(3p) e) S  se arate c  ( ) 0≥xf , R∈∀ x . 
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 SUBIECTUL III ( 20p ) 

 
Se consider  polinoamele [ ]Xf n C∈ , definite prin 10 =f  , Xf =1 ,   

( )
21

1
2

⋅

−
=

XX
f ,…, 

( ) ( )
!

1...1

n

nXXX
f n

+−⋅⋅−
= , …, ∗∈∀ Nn . 

(4p) a) S  se arate c  ( ) n

kn Ckf = ,  ∗∈∀ Nnk, ,  kn ≤ . 

(2p) b) S  se arate c  ( ) Z∈kf n , N∈∀n , Z∈∀k . 

(4p) c) S  se g seasc  un polinom  g  de gradul trei cu coeficien i ra ionali, cel pu in unul 

neîntreg, astfel încât  ( ) Z∈kg , Z∈∀k . 

(4p) d) S  se arate c  ( ) nfgrad n = ,  N∈∀n . 

(2p) e) S  se arate c  dac  [ ]Xh C∈  este un polinom de grad   3 ,  atunci exist  

C∈3210 ,,, aaaa ,  unice,   astfel încât   33221100 fafafafah +++= . 

(2p) f) S  se arate c  dac  [ ]Xw C∈  este un polinom de grad   3,  astfel încât ( ) Z∈kw , 

{ }32,1,0,∈∀k , atunci   ( ) Z∈kw ,  Z∈∀k . 

(2p) g) S  se arate c  dac  [ ]Xu C∈   este un polinom de grad   3,  astfel încât ( ) Z∈ku , 

{ }32,1,0,∈∀k , atunci  exist   Z∈p , astfel încât   ( ) pku ≠ ,  Z∈∀k . 

 

 
SUBIECTUL IV ( 20p ) 

  

 Se consider  func iile   RR →:nf ,   definite prin    ( ) xcosxf −= 10
 i 

( ) ( )∫=+

x

nn dttfxf
0

1 ,   N∈∀n ,  R∈∀x . 

(4p) a) S  se verifice c    ( ) xsinxxf −=1 ,  R∈∀x . 

(4p) b) S  se calculeze   ( )xf 2 ,  R∈x . 

(4p) c) S  se arate c     0=
∞→ !n

x
lim

n

n
,  0>∀x .  

(2p) d) S  se arate c  graficul func iei  1f    nu are asimptot  c tre  ∞  .  

(2p) 
e) Utilizând metoda induc iei matematice, s  se arate c , ∗∈∀ Nn ,  R∈∀x , 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) x
x

n

x

n

x
xf

nnn
nn

n cos11
!2

1...
!22!2

1
2

1
222

2

+−
−

−+−+−++
−

−= . 

(2p) f) S  se arate c      ( )
!

20
n

x
xf

n

n ⋅≤≤ ,   ∗∈∀ Nn ,  0>∀x . 

(2p) g) S  se arate c     ( )
( )

x
n

xxx
n

n

n
cos

!2
1...

!4!2
1lim

242

=







−+++−

∞→
,  R∈∀x . 
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Subiectul I 

a) 2 . b) 
3

19
. c) x-6y=20. d) c=

2

π
. e) 6. f) a=-2. 

Subiectul II 

1. a) 0. b) 
3

1
. c) 2. d) 1. e) 









−

−

13

27
. 

2. a) e
x
-1. b) 

2

5
−e . c) f’’(x)>0. d) e-1. e) f(x) ≥ 0. (∀ )x∈R. 

Subiectul III 

a) fn(k)=
!

)1)...(1(

n

nkkk +−−
=C n

k . k ≥ n. 

b) Pentru k ≥ n, fn(k)= C n

k  ∈  Z. 

Pentru k∈{0.1.…n-1} fn(k)=0∈  Z. 

Pentru k<0. fn(k)= ∈−=
−+−+−−−

−+−

n

nk

n
n

C
n

nkkk
1)1(

!

)1)...(1)(()1(
Z. 

c) Luam g=f3= xxx
xxx

3

1

2

1

6

1

6

)2)(1( 23 +−=
−−

 care are toti coeficientii neintregi, iar f3(k) ∈  Z. 

(∀ )k∈  Z. 

d) Cum fn are n factori de gradul 1⇒grad fn=n. 

e) Demonstram ca exista a0, a1, a2, a3∈C unice a.i h=a0 1⋅ +a1x+a2
2

)1( −xx
+a3

6

)2)(1( −− xxx
 

x=0. h(0)= a0. 

x=1. h(1)= a0+a1. deci a 1 =h(1)-h(0). 

x=2. a2=h(2)-2h(1)+h(0). 

x=3. a3=h(3)- a0-3a1. 

Astfel am demonstrat ca a0, a1, a2, a3 sunt determinate in mod unic. 

f) Fie w= a0f0+a1f1+a2f2+ a3f3 conf lui e) luam w(0)= a0 ∈  Z. 

w(1)= a0+a1∈Z. w(2)= a0+2a1+a2∈Z. 

w(3)= a0+3a1+3a2+a3∈Z rezulta ca a0, a1, a2,a3∈Z. 

De aici si din fn(k)∈Z. ( ∀ )k∈Z⇒w(k)∈Z. 

g) Din e⇒u=a0f0+a1f1+a2f2+ a3f3 cu ai∈Z⇒u(k)∈Z. ( ∀ )k∈Z 

avem: u= b3x
3
+ b2x

2
+ b1x+ b0, bi∈Q 

Analizam cazul b3>0(cazul b3<0 este similar) 

Avem ( ) ( ) ( ) ( ) strict esteu  siA x , Auxu ca astfel A exista si xulim ,xulim
xx

≤∀≤∈∞=−∞=
∞→∞→

R  

)[
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∞=−+−+=

∞

∞→
xu1xulim si doi gradul are xu1xux vPolinomul

 A, pe ecrescatoar

x

 

( ) ( )

Z

N

∈∀+≠

+≥+>∈≥∀≥−+>

k 1,Mu(k) deci

 2M1)u(M si BM ,M alegem Daca B.x ,2xu1xu ca astfelA B Exista
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Subiectul IV  

a) se verifica usor. 

b) f2(x)= ∫ −
x

tt
0

sin dt= 1cos
2

2

−+ x
x

. 

c) Fie an=
!n

x
n

. (∀ ) n∈N
*
, avem an>0 (∀ )n∈N

*
 si 0

1
limlim 1 =

+
=

∞→

+

∞→ n

x

a

a

x
n

n

x
. 

Conform criteriului raportului avem 0lim =
∞→

n
n

a . 

d) Avem ∞=
∞→

1lim f
x

si 1
)(

lim =
∞→ x

xf

x
. apoi f1(x)-x=-sinx (∀ ) x∈R cum nu exista )sin(lim x

x
−

∞→
, 

graficul functiei f1 nu are asimptota spre  + ∞ . 

e) Cum verificarea este facuta, ramane sa aratam ca P(n)⇒P(n+1) 

f(2n+1)(x)= xx
x

n

x

n

x
dttf

nnn
nnx

n sin)1()1(
!3

)1(
)!12()!12(

)( 1
3

1
1212

0

2

+−
−+

−+−+−++
−

−
+

=∫ � . 

f(2n+2)(x)= x
xx

n

x

n

x
dttf

nnnn
nnx

n cos)1()1(
!2

)1(
!4

)1(
!2)!22(

)( 21
24

1
222

0

2

++−
+

−+−+−+−++−
+

=∫ �  

f) Aratam inductiv ca 0 ≤  fn(x) ≤
!

2
n

x
n

 (∀ )n∈N
*
, x>0 at n=1 din 0 ≤ f0(t) ≤ 2 (∀ ) t∈R⇒  integrand 

ca 0 ≤ f1(x)≤ 2x. (∀ )x>0 apoi din 0 ≤ fn(t) ≤
!

2
n

t
n

integrand⇒  0 ≤ fn+1(x)≤
)!1(

2
1

+

+

n

x
n

. (∀ )x>0  

g) din c) si f) ⇒ ca 0)(lim =
∞→

xf n
x

,(∀ )x>0 si 0)()1(lim =−
∞→

xfn

k

x
(∀ ) x>0 

Fie bn(x)=
)!2(

)1(
!2

1
22

n

xx
n

n−++− �  . Din f) ⇒ xxbn
x

cos)(lim =
∞→

. (∀ )x>0.Deoarece func iile nb  i 

cos sunt func ii impare, rezult  egalitatea i pentru 0≤x   

Asadar xxbn
n

cos)(lim =
∞→

, ( ∀ ) x∈R. 
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