Ministerul Educatiei si Cercetirii — Serviciul National de Evaluare si Examinare

EXAMENUL DE BACALAUREAT - 2007
Proba scrisi la MATEMATICA
PROBA D
Varianta ....032

Profilul: Filiera Teoretici: sp.: matematici-informatici, Filiera Vocationali, profil Militar, Specializarea: specializarea matematici-informatici
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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La toate subiectele se cer rezolviri cu solutii complete
SUBIECTUL I (20p )

a) Sa se calculeze distanta de la punctul A(4,3) la dreapta de ecuatie 2x+y—-1=0.

b) Sa se calculeze sin% + cos% .

¢) Sa se calculeze a,be R, astfel incit sa avem egalitatea de numere complexe
3
1-i/3 .
5 =a+ib.

d) Sa se calculeze lungimea Tnéltimii din A a triunghiului ABC avand laturile AB =4,
BC=6, CA=8.

2 2

e) Sise determine ae (0,00) astfel incat punctul A(a,l) sa apartini elipsei XZ-'-% =1.

f) Sa se calculeze volumul tetraedrului ABCD , unde A(1,1,1), B(1,1,0), C(1,0,1) si
D(,L1).
SUBIECTUL II (30p )

1. Se considera inelul Z, si multimea M = {(g JzJ
a

&,I; €Z, }
a) Sa se determine numarul elementelor inversabile fatd de inmultire din inelul Z, .

b) Sa se rezolve ecuatia £* =2% in multimea Z,.

A

¢) Sasecalculeze 1-2+2-3+3-1 ininelul Z,.

d) Sa se calculeze numarul elementelor multimii M .

e) Sa se calculeze probabilitatea ca alegdnd o matrice din multimea M , aceasta sa aiba

suma elementelor egala cu 0.
2
: . +x+1
2. Se considera functia f :R\{-1} > R, f(x) = %
X+

a) Sa se determine ecuatia asimptotei verticale a graficului functiei f .

b) Sa se calculeze lim& .
xX—yo0 X

¢) Siasecalculeze f(x), xe R\{-1}.

d) Sa se arate ca functia f este concava pe intervalul (—oo,—1).

e) Sa se calculeze limizj. f (@) dt.
X—>o0 X
0
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SUBIECTUL III ( 20p )

Se considera o functie bijectiva f : C — C cu proprietatile: f(z+w)= f(2)+ f(w),
flz-w)y=f(2)- f(w) Vz,weC(C, si f(x)eR, VxeR

a)Sasearateca f(0)=0 si f(1)=1.

b) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se arate ca

flz,+z,+4z,)=f(z,)+f(z,)+..+ f(z, ), Vne N" si Vz,,2,,...z, € C.

c) Sasearate cad f(r)=r,VreQ.
d) Sa se arate cd daca xe R, atunci f(x) >0 daca si numai dacd x> 0.
e) Dacd x,,x,e R cu x, <x,, sasearatecd f(x,)< f(x,).
f) Sasearateca f(x)=x,VxeR.
g) Sasearatecd f(i)=1i sau f(i)=—i.
h) Sasearatecda f(z)=z, VzeC sau f(z)= 2,Vze C.
SUBIECTUL IV (20p)
Se considera functiile: f, :[O, o) — R definite prin fo(x)=x—sinx si
Frnl(x)= jfn(t)dt, Vne N, Vxe [0,0).
0

2
< e o by
a) Sase verificeca f,(x)=cosx+ 2 -1, Vxe[0,).
b) Sasearate ca f, este convexa.

¢) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate ca:

3 2n+l

£y, (x) = (—1)"(— sinx+%—x—+...+ [

,Vne N, Vxe [O,oo).
3! 2n+1)!

d) Sisearatecd f,(x)>0,Vne N,V xe (0,0).

e) Sase arate ca:

— 3
X x3 x4n 1 X X x4n+1

<sinx<———+

ot ,VneN",Vxe (0,0).
o3 (4n—1)! I3 (4n+1)!

3 5 2n+1
f) Sa se arate ca: lim f—x—+x——...+(—l)" ol =sinx, VxeR.
ne| 131 5! 2n+1)!

g) Sase arate ca sinle Q.
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Subiectul 1
2)2+/5.b) 1. ¢) a=1,b=0. d) \/15. ¢) a=¥
Subiectul II
1. a) 2 elemente inversabile: 1,3 . b) solutiile ecuatiei sunt 0,2;
o 1-2.43-3+3.1=3. d)2=16.¢) =L

16 2

x2+x+1_

1
.f)g.

2. a) x= -1 asimptota verticald. b) lim 1.

e xT X

2
>z 2f .d) f’(X)=L3 = (x)<0 pentru xe (—o0,—1)= f concavi pe (oo ,-1).
(x+1) (x+1)
X 2
e) lim%j[t+Ljdt = limL x—+ln(x+l) :l+lim ln(x+1) :l_
X7y 2 2

xo>e t+1 ? 2ol 2

X—o0 X

o) f(x)=

Subiectul 111

a) z=w = 0= f(0)=2f(0)=£(0)=0. z=w=1=f(1-1)=F(1)f(1) = f(1)*=f(1) = (1)=0 sau
f(1)=1, dar f(1)=0 este contradictie cu f injectiva.
b) f(z1+2z,)=f(z,)+f(z,) adevarat. P(n) > P(n+1):
Presupunem f(z;+z,+...+z,)=
=f(z,)+f(z,)+...+f(z,) adevarata si demonstram ca
f(z1+zo+. . 4Zy+Z011)= £(21)+H(22)+. . . +H(Z0)+H(Z0s1).
Avem f(z+zo+.. +2,+Zn1)= f(z1+20+. . . +20)H(Z0s1)= £(21)+H(22)+. . . +(20)+H(Z0a1) .
¢) 21=2p=...Z,=1 = f(n)=nf(1)=n = f(n)=n, oricare ar fi ne N.
Avem f(z+(-2))=f(z)+f(-z) = 0=1(2)+f(-z) = 1(-2)=-f(z2)Vze Z =1(X)=x,V xe Z.

Avem1=f(1)=f(£j =f(l+...+lj =f(l)+...+ f(lj =nf(lJ = f(l]=l,
n n n n n n n) n
m 1 1 1 1 1\ m . . .
f(—} = f(—+ +—J = f(—j+. .+ f(—j =mf(—) =—, deci f(r)=r,oricare ar fi re Q.
n n n n n n) n

d) Fie x>0= £f(x)= f(Nx-vx)= (f(d}))2 >0.

e) Fie x; < x,, x2-x1>0 = 1(x2-x1)>1(0) = f(x2)-{(x1)>0= f(x,) < f(x,).

f) Fie xe R\ Q. Pentru orice numere rationale x,,x, cux, <x<x, avem f{x, )< flx)< f(x,)
& x; < f{x)< x,sicum x,,x,sunt arbitrare rezulta f(x) = x .In concluzie, tinand seama si de c),
rezulta f(x)=x,Vxe R

) f(i-1)=f@)-f()=f(-1)=(f()) = £2()=-1=f(i)=-isau f(i)=1.

h) f(z)=f(a+bi)=f(a)+f(i)-f(b)=f(a)+if(b)=a+bi=z f(a)-if(b)=a—bi=z.



Subiectul IV
t2
f f ltdt = | (t-sint)dt =—
a) J. )d J. sin )d 5

b)fl(x)=x—51nx:>f1 (x)=1-cosx;cosx <1,¥xe R=1-cosx 20=f, (x)> 0= f convexa

x 2 2
‘ X X
+cost|3 :cosx—cosO+—2 :cosx+—2 -1, Vxe [0,oo)

0

X

¢) pt n = 0 verificarea este facuta. Sa demonstram ca P(n) — P(n +1): f S (x)= If . (t)dt

0
. ‘ t t3 . t2n+1 B
£, .([fh t)dt—.[{— 1) (—smt+ﬁ—§+...+(—l) (2n+1)!ﬂdt_
) 4 2n+2
=(—l)n(cosx—1+%—x—+---+(—1)n_X j:

4 (2n+2)

X t2 t4 ; t2n+2
£, ., _([ [cost— +§—Z+...+(—1) (2n+2)!}dt=
3 2n+3
:(_1)"“[_5111x+%_"_+...+(_1)” X j

31 (2n+3)!

X

d) prin inductie : pentru n = O este evident; f_ (x) >20=> j (t)dt 20=>1 ( ) 0

) ] X X3 ) X4n+l
e)f (x)20=1, (x)20=(-1) (—s1nx+1—!—§+...+(—1)2 mj>0:>

3 4n+1
X X 2n . . . ..
——— ..+ (-1 >sin X, f,,, ;)(Xx) =2 0 = membrul stang al inegalitatii
1 3 1) (4n+1) 2w (%) galinee
3 4n-1 4n+1
f)dme):>0<s1nx—£+x—+...— X <X —= 50
1 3! (4n—1)  (4n+1)
g) presupunem sin 1 € Q si deci exista p e Z, q € N asfel incat sin1=2. Din e) =
q
1—l+...— <sin1<l—l+...—;,VneN
3! (4n—1) 3! (4n+1)
. 1 p 1 1
In particular1- —+...— <=<l-—+..— =
(4q-1) ¢ 3! (4q+1)
SRR S S WL S Y IR ~1<(4q- 1)[p LI j<0
(4q-1) ¢ 3! (49-3) g 37 (4q-3)

Cum (4q —1)! (— -1+ l o ;] € Z obtinem contradictie.

q 3! (4q-3)



