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EXAMENUL DE BACALAUREAT – 2007 

Proba scris✆ la MATEMATIC  
 

PROBA D 

                                   Varianta ….032 
Profilul: Filiera Teoretic✄: sp.: matematic✄-informatic✄, Filiera Voca☎ional✄, profil Militar, Specializarea: specializarea matematic✄-informatic✄ 

♦ Toate subiectele sunt obligatorii. Se acord✆ 10 puncte din oficiu. Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.  

 La toate subiectele se cer rezolv ri cu solu ii complete 

 SUBIECTUL I ( 20p ) 

(4p) a) S  se calculeze distan a de la punctul )3,4(A  la dreapta de ecua ie 012 =−+ yx . 

(4p) b) S  se calculeze 
3

cos
6

sin
ππ

+ . 

(4p) c) S  se calculeze R∈ba, , astfel încât s  avem egalitatea de numere complexe 

iba
i

+=








 −
3

2

31
. 

(4p) d) S  se calculeze lungimea în l imii din A  a triunghiului ABC  având laturile 4=AB , 

6=BC ,  8=CA . 

(2p) 
e) S  se determine ( )∞∈ ,a 0  astfel încât punctul )1,(aA  s  apar in  elipsei 1

94

22

=+
yx

. 

(2p) f) S  se calculeze volumul tetraedrului ABCD , unde )1,0,1(),0,1,1(),1,1,1( CBA  i 

)1,1,0(D . 

 SUBIECTUL II ( 30p ) 

1. Se consider  inelul 4Z  i mul imea 












∈









= 4Zˆ,ˆ

ˆˆ

ˆˆ
ba

ab

ba
M . 

(3p) a) S  se determine num rul elementelor inversabile fa  de înmul ire din inelul 4Z . 

(3p) b) S  se rezolve ecua ia xx ˆ2̂ˆ 2 =   în multimea 4Z . 

(3p) c) S  se calculeze  1̂3̂3̂2̂2̂1̂ ⋅+⋅+⋅   în inelul 4Z . 

(3p) d) S  se calculeze num rul elementelor mul imii M . 

(3p) e) S  se calculeze probabilitatea ca alegând o matrice din mul imea M , aceasta s  aib  

suma elementelor egal  cu 0̂ . 

 
2. Se consider  func ia 

1

1
)(,R}1{\R:

2

+

++
=→−

x

xx
xff . 

(3p) a) S  se determine ecua ia asimptotei verticale a graficului func iei f . 

(3p) 
b) S  se calculeze 

x

xf

x

)(
lim

∞→
. 

(3p) c) S  se calculeze )x(f ′ ,  { }1\ −∈ Rx . 

(3p) d) S  se arate c  func ia f este concav  pe intervalul )1,( −−∞ . 

(3p) e) S  se calculeze .)(
1

lim

0

2
dttf

x

x

x ∫∞→
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 SUBIECTUL III ( 20p ) 

 Se consider   o func ie bijectiv   →C:f C cu propriet ile:  ),()()( wfzfwzf +=+   

)()()( wfzfwzf ⋅=⋅   ∈∀ wz, C,  i  ∈)(xf R,  ∈∀x R 

(4p) a) S  se arate c   00 =)(f   i  11 =)(f . 

(4p) b)  Utilizând metoda induc iei matematice, s  se  arate c  

∗∈∀+++=+++ n),z(f...)z(f)z(f)z...zz(f nn 2121  i  .z,...z,z n C∈∀ 21  

(2p) c) S  se arate c  ∈∀= rrrf ,)( Q. 

(2p) d) S  se arate c  dac  ∈x R,  atunci  0)( >xf   dac  i numai dac   .0>x  

(2p) e) Dac  ∈21 , xx R  cu  21 xx < ,  s  se arate c   ).()( 21 xfxf <  

(2p) f) S  se arate c  ∈∀= xxxf ,)( R. 

(2p) g) S  se arate c   iif =)(   sau  iif −=)( . 

(2p) h) S  se arate c   zzf =)( ,  ∈∀z C  sau ∈∀= zzzf ,)( C. 

 SUBIECTUL IV ( 20p ) 
  

Se consider  func iile: [ ) R→∞,0:nf  definite prin xsinx)x(f −=0   i  

dt)t(f)x(f

x

nn ∫=+

0

1 ,  ,n N∈∀ [ )∞∈∀ ,x 0 . 

(4p) 

a) S  se verifice c    ).,0[,1
2

cos)(
2

1 ∞∈∀−+= x
x

xxf  

(4p) b) S  se arate c   1f   este convex . 

(4p) c) Utilizând metoda induc iei matematice, s  se arate c : 

( ) [ ).,0,,
!)12(

)1(...
!3!1

sin1)(
123

2 ∞∈∀∈∀








+
−++−+−−=

+

xn
n

xxx
xxf

n
nn

n N  

(2p) d) S  se arate c  ( )∞∈∀∈∀> ,0,,0)( xnxf n N . 

(2p) e) S  se arate c : 

( )∞∈∀∈∀
+

++−<<
−

−+−
+−

,0,,
)!14(

...
!3!1

sin
)!14(

...
!3!1

*
143143

xn
n

xxx
x

n

xxx
nn

N . 

(2p) f) S  se arate c : .,sin
)!12(

)1(...
!5!3!1

lim
1253

R∈∀=








+
−+−+−

+

∞→
xx

n

xxxx n
n

n
 

(2p) g) S  se arate c  Q∉1sin . 
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Subiectul I 

a) 2 5 . b) 1. c) a=-1, b=0. d) 15 . e) a=
3

24
. f) 

6

1
. 

Subiectul II 

1. a) 2 elemente inversabile: 3̂ ,1̂ . b) solu iile ecua iei sunt ;2̂ ,0̂  

 c) 3̂1̂3̂3̂2̂2̂1̂ =⋅+⋅+⋅⋅ . d) 2
4
=16. e) 

16

8
=

2

1
. 

         2. a) x= -1 asimptot  vertical . b) 
xx

xx

x +

++

∞→ 2

2 1
lim =1.  

c) f’(x)=
( )2

2

1

2

+

+

x

xx
. d) f”(x)=

( )
⇒

+
3

1

2

x
f”(x)<0 pentru x ( )⇒−∞−∈ 1,  f concav  pe (- ∞  ,-1).  

e) ( )







++=









+
+

∞→∞→ ∫ 1ln
2

1
lim

1

11
lim

2

2

0

2
x

x

x
dt

t
t

x x

x

x
=

( )
2

11ln
lim

2

1
2

=
+

+
∞→ x

x

x
. 

             Subiectul III 

             

 a) z= ⇒= 0w  f(0)=2f(0)⇒ f(0)=0. z= w =1⇒ f(1 1⋅ )=f(1)f(1) ⇒ f(1)
2
=f(1) ⇒ f(1)=0 sau  

f(1)=1, dar f(1)=0 este contradic ie cu f injectiv .  

b) f(z1+z2)=f(z1)+f(z2) adev rat. P(n) →P(n+1): 

Presupunem f(z1+z2+…+zn)=  

=f(z1)+f(z2)+…+f(zn) adevarata i demonstr m c   

f(z1+z2+…+zn+zn+1)= f(z1)+f(z2)+…+f(zn)+f(zn+1).  

Avem  f(z1+z2+…+zn+zn+1)= f(z1+z2+…+zn)+f(zn+1)= f(z1)+f(z2)+…+f(zn)+f(zn+1) . 

c) z1=z2=…zn=1⇒ f(n)=nf(1)=n⇒ f(n)=n, oricare ar fi n∈N.  

Avem f(z+(-z))=f(z)+f(-z) ⇒0=f(z)+f(-z) ⇒ f(-z)=-f(z) Z∈∀z  ⇒ f(x)=x,∀ x∈Z. 

Avem1=f(1)=f =








n

n
f 








++

nn

1
...

1
=f 









n

1
+…+ f 









n

1
=nf 









n

1
 ⇒  f 









n

1
=

n

1
,   

f 








n

m
=  f 








++

nn

1
...

1
=   f 









n

1
+…+ f 









n

1
=mf 









n

1
=

n

m
, deci f(r)= r,oricare ar fi r∈Q.  

            d) Fie ( ) 0)()()(0
2

>=⋅=⇒> xfxxfxfx .  

e) Fie 21 xx < , x2-x1>0 ⇒ f(x2-x1)>f(0)⇒ f(x2)-f(x1)>0 )()( 21 xfxf <⇒ .  

f) Fie Q\R∈x . Pentru orice numere rationale  )f(xf(x))f(xxxxxx 212121  avem cu  , <<<<  

⇔ 21 xf(x)x << si cum 21 xx  , sunt arbitrare rezulta xxf =)( .In concluzie, tinand seama si de c), 

rezulta R,)( ∈∀= xxxf  

 g) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) iifsau  -iif-1ifif1-fififiif 22
==⇒=⇒=⇒⋅=⋅ . 

 h) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) zbiabifaf z,biabifafbfifafbiafzf =−=−=+=+⇒⋅+=+= . 
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Subiectul IV 

( ) ( ) ( ) [ )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

=
















+
−++−+−−==

=+→=

⇒≥⇒≥⇒∈∀≤=⇒=

∞∈∀−+=+=+===

∫∫

∫

∫∫

+

+

++

dt
!12n

t
1...

3!

t

1!

t
sin t1dttfxf

dttfxf:1nPnP ca demonstram Sa facuta. este ea verificar0npt  c)

convexa f0xf 0 xcos-1 Rx 1, xcos  x;cos-1xfsin x-xxf b)

 0,x ,1
2

x
 x cos

2

x
 0 cos- xcos tcos

2

t
dtsin t-tdttfxf a)

0

12n3

0

2n12n

0

12n22n

''

1

''

1

'

1

22

0

0

0

2

0

01

x
nn

x

x

x
x

xx

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

 ie.contradict obtinem 
!34q

1
...

3!

1
1-!14q Cum

0
!34q

1
...

3!

1
1-!14q10

!34q

1
...

3!

1
1-

!14q

1

!14q

1
...

3!

1
-1

!14q

1
...

3!

1
-1 particularIn 

n ,
!14n

1
...

3!

1
-11sin 

!14n

1
...

3!

1
-1

e)Din  .
q

p
1sin incat  asfelq ,p exista deci si 1sin  presupunem g)

0
!14n

x

!14n

x
...

3!

x

1!

x
sin x0 e)din  f)

iiinegalitat al stang membrul0xf sin x,
!14n

x
1...

3!

x

1!

x

0
!14n

x
1...

3!

x

1!

x
sin x10xf0xf e)

0xf0dttf0xf evident; este 0npentru  :inductieprin  d)

!32n

x
1...

3!

x

1!

x
sin x1

dt
!22n

t
1...

4!

t

2!

t
1 tcos1xf

!22n

x
1...

4!

x

2!

x
1 xcos1

*

14n1-4n3

1-2n2

14n
2

3

14n
2

3
2

4nn

1n

0

nn

32n3
1

0

22n42

22n

22n42

Z

N

NZQ

∈








−
−++−

<








−
−++−<−⇒<

−
−++<

−
−

⇒
+

−+<<
−

−+

∈∀
+

−+<<
−

−+

⇒=∈∈∈

 →
+

<
−

−++−<⇒

⇒≥>
+

−++−

⇒>








+
−++−+−−⇒≥⇒≥

≥⇒≥⇒≥=










+
−++−+−−=

=








+
−++−+−−=

⇒








+
−++−+−−=

∞→
+

+

+

+

+
+

+

+

+

∫

∫

q

p

q

p

q

p

q

p

n

n

nn

x

nn

x
nn

nn
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