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Polinoame cu coeficienţi complecşi

I. Mulţimea polinoamelor cu coeficienţi complecşi

I.1.Definirea polinoamelor


Fie C[X] mulţimea şirurilor(infinite) de numere(complexe)
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, care au numai un număr finit de termeni ai,nenuli, adică există un număr natural m, astfel încât ai=0, pentru orice i>m.


De exemplu, şirurile 
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 sunt şiruri infinite care au un număr finit de termeni nenuli. Şirul g are 3 termeni nenuli, iar h are 4 termeni nenuli. Deci aceste şiruri sunt elemente din mulţimea C[X].

I.2. Adunarea şi înmulţirea polinoamelor


Definim pe mulţimea C[X] două operaţii algebrice: adunarea şi înmulţirea.

· Adunarea polinoamelor:

Fie 
[image: image5.wmf],...)

,...,

,

,

(

2

1

0

k

a

a

a

a

f

=

, 
[image: image6.wmf],...)

,...,

.

,

(

2

1

0

k

b

b

b

b

g

=

 două elemente din mulţimea C[X]; atunci definim:
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· Proprietăţile adunării polinoamelor:

(C[X],+) se numeşte grup abelian

1. Asociativitatea
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Într-adevăr, dacă 
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 şi deci 
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Analog, obţinem că 
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. Cum adunarea numerelor este asociativă, avem 
[image: image17.wmf])

(

)

(

i

i

i

i

i

i

c

b

a

c

b

a

+

+

=

+

+

, pentru orice 
[image: image18.wmf]0

³

i

.

2. Comutativitatea 
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Într-adevăr, dacă 
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Cum adunarea numerelor complexe este comutativă, avem 
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3. Element neutru 

Polinomul constant 0=(0,0,0,…) este element neutru pentru adunarea polinoamelor, în sensul că oricare ar fi 
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C[X],avem:
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4. Elemente inversabile

Orice polinom are un opus, adică oricare ar fi 
[image: image30.wmf]Î
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C[X], există un polinom, notat 
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De exemplu, dacă 
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 este un polinom, atunci opusul său este 
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· Înmulţirea polinoamelor:

Fie 
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Atunci definim:
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· Proprietăţile înmulţirii:

1. Asociativitatea

Oricare ar fi 
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2. Comutativitatea

Oricare ar fi 
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Într-adevăr, dacă 
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. Cum adunarea şi înmulţirea numerelor complexe sunt comutative şi asociative, avem cr=dr, pentru orice 
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3. Element neutru

Polinomul 1=(1,0,0,…) este element neutru pentru înmulţirea polinoamelor, adică oricare ar fi 
[image: image52.wmf]Î
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C[X],avem:
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4. Elemente inversabile
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C[X] este inversabil dacă există 
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Singurele polinoame inversabile sunt cele constante nenule: 
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5. Distributivitatea

Oricare ar fi polinoamele 
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1.3. Forma algebrică a polinoamelor

Notaţia 
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 introdusă pentru polinoame nu este prea comodă în operaţiile cu polinoame. De aceea vom folosi altă scriere.

Dacă considerăm 
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 se va scrie sub forma: 
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Exemplu: 
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Atunci: 
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 EMBED Equation.3  [image: image71.wmf]3
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I.4. Gradul unui polinom

Fie 
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 3. Polinomul constant 
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Referitor la gradul sumei şi produsului a două polinoame 
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I.5. Valoarea unui polinom într-un punct

Fie 
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I.6. Împărţirea polinoamelor

* Teorema de împărţire cu rest:
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Polinomul
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Acest tabel ne redă regula(algoritmul) de împărţire a polinoamelor, pe care o vom aplica în practică pentru obţinerea câtului şi restului împărţirii.


Exemplu: Fie polinoamele 
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Deci câtul este 
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· Împărţirea prin X-a. Schema lui Horner.

Fie 
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[image: image131.wmf]a

X

g

-

=

.

	
[image: image132.wmf]n

n

a

X


	
[image: image133.wmf]1

1

-

-

n

n

a

X


	
[image: image134.wmf]2

2

-

-

n

n

a

X


	………
	
[image: image135.wmf]1

1

a

X


	
[image: image136.wmf]0

0

a

X



	
[image: image137.wmf]n

a


	
[image: image138.wmf]1

1

-

-

+

n

n

ab

a


	
[image: image139.wmf]2

2

-

-

+

n

n

ab

a


	………
	
[image: image140.wmf]1

1

ab

a

+


	
[image: image141.wmf]0

0

ab

a

+



	
[image: image142.wmf]1

-

n

b


	
[image: image143.wmf]2

-

n

b


	
[image: image144.wmf]3

-

n

b


	………
	
[image: image145.wmf]0

b


	
[image: image146.wmf]r




În rândul de sus al tabelului se scriu coeficienţii polinomului f, iar în rândul de jos coeficienţii 
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Exemplu: Utilizând schema lui Horner, să se determine câtul şi restul împărţirii polinomului 
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Deci câtul şi restul împărţirii sunt 
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I.7. Divizibilitatea polinoamelor 
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· Cel mai mare divizor comun

Def. 
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Algoritmul lui Euclid:
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Cel mai mare divizor comun a două polinoame este unic până la înmulţirea cu o constantă(asociere).

Dacă 
[image: image191.wmf]1
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, atunci f şi g sunt prime între ele.

Exemplu: Să se găsească cel mai mare divizor comun al polinoamelor:
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 Vom aplica algoritmul lui Euclid. Împărţim pe f la g.
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[image: image199.wmf]
Pentru a evita coeficienţii fracţionari, vom înmulţi în prealabil pe g cu 3 şi restul împărţirii cu –1. împărţim acum împărţitorul la rest:
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Acum, pentru a evita din nou coeficienţii fracţionari, vom înmulţi pe 
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Am obţinut restul 
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Ultimul rest nenul este polinomul 
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· Cel mai mic multiplu comun

Def. Fie f şi g două polinoame. Un polinom m se numeşte cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f şi g dacă verifică următoarele condiţii:
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Dacă d este c.m.m.d.c al lui f şi g, atunci 
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I.8. Rădăcinile polinoamelor.

· Teorema lui Bezout:

Fie 
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Orice ecuaţie algebrică 
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 de grad mai mare sau egal cu 1 şi cu coeficienţi complecşi are cel puţin o rădăcină complexă.

· Rădăcini simple şi multiple


Def. Fie 
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 EMBED Equation.3  [image: image232.wmf]1
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1= rădăcină de ordin de multiplicitate 3


    i,-i,-1= rădăcini de ordin de multiplicitate 1

· Teorema de descompunere în factori ireductibili(primi)

Fie 
[image: image235.wmf]]

[

X

C

f

Î

 şi 
[image: image236.wmf]n

x

x

x

,...,

,

2

1

 rădăcinile sale în C, nu neaparat distincte. Atunci: (în C[X])


[image: image237.wmf]p

m

n

m

m

n

n

n

x

X

x

X

x

X

a

x

X

x

X

x

X

a

f

)

...(

)

(

)

(

)

)...(

)(

(

2

1

2

1

2

1

-

-

-

=

-

-

-

=


              
[image: image238.wmf]n

gradf

m

m

m

p

=

=

+

+

+

...

2

1


Singurii factori ireductibili(primi) în C[X] sunt polinoamele de gradul I.

· Relaţiile lui Francois Viete

Fie 
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II. Mulţimea polinoamelor cu coeficienţi reali

Fie 
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· Demonstraţie
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· Teorema de descompunere în factori ireductibili

În R[X]:
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Singurele polinoame prime din R[X] sunt:

1. polinoamele de gradul I

2. polinoamele de gradul II cu 
[image: image254.wmf]0
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III. Mulţimea polinoamelor cu coeficienţi raţionali şi respectiv întregi
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Fie 
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Fie 
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Dacă f admite o rădăcină de forma 
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Exemplu:
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Împărţind succesiv polinomul la posibilele radacini, obţinem: 
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IV. Aplicaţii

IV.1. Probleme rezolvate

1.Să se determine m şi n şi apoi să se rezolve ecuaţia
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